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Sikgrafok
Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolhat6 gy a sikra, hogy az
élgorbéknek a végpontokon kiviil nincs kdzds pontja.
Ebbe a definiciéba az is beleértends, hogy az élgérbék nem 6n-
atmetszok, és egy élgorbe a végpontjain kiviil mas csiicsponton
nem halad at.

Példa. K, sikgraf. Ezt példaul az abran lathato 2. és 3. lerajzolas
is bizonyitja:
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Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolhat6 gy a sikra, hogy az
élgorbéknek a végpontokon kiviil nincs kdzds pontja.

Ebbe a definicidba az is beleértendd, hogy az élgérbék nem on-
atmetszok, és egy élgorbe a végpontjain kiviil mas csiicsponton
nem halad at.

Példa. K, sikgraf. Ezt példaul az abran lathato 2. és 3. lerajzolas
is bizonyitja:

Definicié. Az el6z6 definicidban szerepls, sikgrafsagot bizonyité
lerajzolasokat a tovabbiakban szép lerajzolasoknak hivjuk.
Példa. A fenti abran K standard (bal oldali) lerajzolasa nem
szép, a masik két lerajzolas szép.



Sikgrafok

Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolhat6 gy a sikra, hogy az
élgorbéknek a végpontokon kiviil nincs kdzds pontja.

Tovabbi példak sikgrafokra és szép lerajzolasokra 1.



Sikgrafok

Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolhat6 gy a sikra, hogy az
élgorbéknek a végpontokon kiviil nincs kdzds pontja.

Tovabbi példak sikgrafokra és szép lerajzolasokra 2.
A fak sikgrafok.

Epitsiik fel aghajtasokkal a fat, és kdzben rajzoljuk is le a sikra. Az aghajtas
mindig megvalésithaté agy, hogy mar lerajzolt részbe ne metsszen bele az
0j él (a ,kihajté ag").

A gyokeres fak megszokott lerajzolasara gondolva is vilagos a sikgrafsag.



Sikgrafok

Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolhat6 gy a sikra, hogy az
élgorbéknek a végpontokon kiviil nincs kdzds pontja.

Tovabbi példak sikgrafokra és szép lerajzolasokra 3.
Egy konvex poliéder cshcsai és élei altal alkotott graf sikgraf.

Példaul a szabalyos testek + a grafjaik szépen lerajzolva:

M ~]
R A .

T i AR A ) i
- . |}

- /7
i /

AEAEA

tetrahedron cube

.Képzeljiik tivegnek az oldallapokat, és nagyon koézelrsl kukucskaljunk be
egy oldallapon.”
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Sik vagy gombfeliilet? Mindegy. Egy graf akkor és csak akkor
rajzolhaté le szépen a sikra, ha szépen lerajzolhaté a gombfelii-
letre. Igy a sikgrafok definiciéjaban ,sik” helyett , gdmbfeliiletet”
is irhattunk volna. Gyakran kényelmesebb is a gdmbfeliilettel dol-
gozni, ott néhany dolog ,szimmetrikusabb'.
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Sik vagy gombfeliilet? Mindegy. Egy graf akkor és csak akkor
rajzolhaté le szépen a sikra, ha szépen lerajzolhaté a gombfelii-
letre. Igy a sikgrafok definiciéjaban ,sik” helyett , gdmbfeliiletet”
is irhattunk volna. Gyakran kényelmesebb is a gombfeliilettel dol-
gozni, ott néhany dolog ,szimmetrikusabb'.

Grafok lerajzolasai a gyakorlatban. Nyomtatott dramkér ter-
vezésnél egy szempont, hogy a vezetékeknek megfelel6 élgorbék
minél kevesebbszer metsszék egymast . ..

Dimensions to outer border 2.5in W x 2.0in H
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A leghiresebb grafelmélet probléma

| 1

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,Osszefliggk” (azaz egy or-
szag barmely pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba
hataratlépés nélkiil). Két orszagot szomszédosnak neveziink, ha
van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik tovabba, hogy nincs dnma-
gaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon beliil egy

felesleges” hatar?)
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A leghiresebb grafelmélet probléma

| 1

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,Osszefliggk” (azaz egy or-
szag barmely pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba
hataratlépés nélkiil). Két orszagot szomszédosnak neveziink, ha
van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik tovabba, hogy nincs dnma-
gaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon beliil egy
felesleges” hatar?)

A feltételekrdl:

1. Az abran lathaté haromszog és otszog alaka orszagok nem
szomszédosak, mert nincs kdzds (pozitiv hosszisagi) hatarsza-
kaszuk; egy ko6zos pont nem hatarszakasz.




A leghiresebb grafelmélet probléma

| 1

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,0sszefliggbk” (azaz egy or-
szag barmely pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba
hataratlépés nélkiil). Két orszagot szomszédosnak neveziink, ha
van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik tovabba, hogy nincs dnma-
gaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon beliil egy
felesleges” hatar?)

A feltételekrdl:
2. Ezen az abran egy 6nmagaval szomszédos orszag lathaté (ami
tiltott), sziirkével jeldlve:



A leghiresebb grafelmélet probléma

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,0sszefliggbk” (azaz egy or-
szag barmely pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba
hataratlépés nélkiil). Két orszagot szomszédosnak neveziink, ha
van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik tovabba, hogy nincs dnma-
gaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon beliil egy
felesleges” hatar?)

Térképszinezési probléma (1852). Igaz-e, hogy a fenti fel-
téteteleket teljesité térkép orszagait mindig ki lehet szinezni
(legfeljebb) 4 szin felhasznalasaval agy, hogy a szomszédos or-
szagok kiilonbdzé szint kapjanak?




A leghiresebb grafelmélet probléma

Térképszinezési probléma (1852). Igaz-e, hogy a fenti fel-
téteteleket teljesité térkép orszagait mindig ki lehet szinezni
(legfeljebb) 4 szin felhasznalasaval tgy, hogy a szomszédos or-
szagok kiilonb6z6 szint kapjanak?
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szagok kiilonb6z6 szint kapjanak?
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Térképszinezési probléma (1852). Igaz-e, hogy a fenti fel-
téteteleket teljesité térkép orszagait mindig ki lehet szinezni
(legfeljebb) 4 szin felhasznalasaval agy, hogy a szomszédos or-
szagok kiilonb6z6 szint kapjanak?

A matematikusok azt sejtették, hogy a térképszinezési problémara igen a
vélasz. Ennek bizonyitasara tdbb mint 100 évet kellett varni.



A leghiresebb grafelmélet probléma

Térképszinezési probléma (1852). Igaz-e, hogy a fenti fel-
téteteleket teljesité térkép orszagait mindig ki lehet szinezni
(legfeljebb) 4 szin felhasznalasaval agy, hogy a szomszédos or-
szagok kiilonb6z6 szint kapjanak?

Ez a probléema megfogalmazhaté a grafelmélet nyelvén. Tekint-
siik azt a G grafot, amelynek csiicsai az adott orszagok, és két
cstcs (orszag) pontosan akkor Gsszekotott, ha szomszédosak a
térképen, és annyi éllel, ahany kdzos hatarszakaszuk van. A tér-
képszinezési probléma azt kérdezi, hogy igaz-e, hogy x(G) < 4.




A leghiresebb grafelmélet probléma

Térképszinezési probléma (1852). Igaz-e, hogy a fenti fel-
téteteleket teljesité térkép orszagait mindig ki lehet szinezni
(legfeljebb) 4 szin felhasznalasaval tgy, hogy a szomszédos or-
szagok kiilonb6z6 szint kapjanak?




Négyszin-tétel

Az igy megkonstrualt G graf sikgraf!

Indoklas: Minden orszag belsejében vegyiink fel egy ,févarost” (pontot),
ezek lesznek a csiicsok lerajzolasai. Minden hatarszakaszon ,nyissunk egy
hataratkel6t”, és a f6évarosbdl csillagszeriien, dtmetszés nélkiil vezessenek
,autépalyak” a hataratkelskhézt. Igy a szomszédos orszagok autépalyai a
hataratkeléknél élgorbékké olvadnak dssze, ezek épp az élek lerajzolasai lesz-
nek. Az autépalyakat gy épitettiik, hogy nem jon |étre élmetszés, ezzel G-t
szépen rajzoltuk le. (Megjegyezziik, hogy G-ben nincs hurokél, mert egy
hatarszakasz két oldalan két kiildnb6z8 orszag fekszik a feltételeink szerint.)

T Ismét a szemléletiinkre hagyatkozunk: Nem bizonyitjuk precizen, hogy ez
a csillagszerii athalézat mindig megvaldsithaté dsszefliggd orszagokban; de
igaz.
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Az igy megkonstrualt G graf sikgraf!

Indoklas: Minden orszag belsejében vegyiink fel egy ,févarost” (pontot),
ezek lesznek a csiicsok lerajzolasai. Minden hatarszakaszon ,nyissunk egy
hataratkel6t”, és a f6évarosbdl csillagszeriien, dtmetszés nélkiil vezessenek
,autépalyak” a hataratkel6khéz'. Igy a szomszédos orszagok autépalyai a
hataratkeléknél élgorbékké olvadnak dssze, ezek épp az élek lerajzolasai lesz-
nek. Az autépalyakat gy épitettiik, hogy nem jon |étre élmetszés, ezzel G-t
szépen rajzoltuk le. (Megjegyezziik, hogy G-ben nincs hurokél, mert egy
hatarszakasz két oldalan két kiildnb6z8 orszag fekszik a feltételeink szerint.)

A térképszinezési problémara tehat igenl6 valaszt ad a kovetkez6
mély tétel (belathatd, hogy valdjaban ekvivalens vele):

Négyszin-tétel. Minden hurokélmentes sikgraf cstcsai jol szi-
nezhetsk 4 szinnel.

Masszéval, tetszleges hurokélmentes G sikgrafra x(G) < 4.
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{Négyszin-tétel. G hurokélmentes sikgraf — x(G) < 4. }

Megjegyzés. Ez a tétel a matematika egyik csicsteljesitménye.
Appel és Haken bizonyitottak be 1976-ban (139 oldalas cikk +
szamitogépes esetvizsgalat, 1200 6ras futasi idével), akkoriban
ez nehezen volt ellenérizhet6. Robertson, Sanders, Seymour és
Thomas 1997-ben egyszeriisitették a bizonyitast és a szamitdgé-
pes programot is (42 oldalas cikk + barki altal futtathaté nyilt
forrasa program). Ma mar nem kétséges a tétel igaz volta, bar
szamitégép-mentes bizonyitas maig nincs.
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{Négyszin-tétel. G hurokélmentes sikgraf — x(G) < 4. }

Ha tobb szint is hasznalhatunk. Azt nem nehéz latni, hogy
hat szin mindig elég hurokélmentes sikgrafok szinezéséhez; ez a
hatszin-tétel, amit gyakorlaton targyalunk majd. Az Gtszin-tétel
is megértheté BSc-s ismeretanyaggal, ennek bizonyitasa elolvas-
haté a kurzus honlapjan.



Dualis graf (nem vizsgaanyag)

A térképszinezési problémanal az orszaghatarok tekinthetsk egy
H sikgraf szép lerajzolasanak. Az orszagok szinezéséhez meg-
konstrualt G graf ezen H sikgraf dualisa volt (pontosabban annak
feszitett részgrafja, ha van olyan része a siknak/gombfeliiletnek,
amely nem tartozik egyik orszaghoz sem). A dualis graf fogalma-
nak targyaldsa nem fér bele a rendelkezésre all6 idékeretbe, de
az érdekl6d6 hallgatok elolvashatjak a honlapon.




Nem sikgrafok

A sikgrafsag bizonyitasa ,egyszerii": Csak fel kell mutatni a vizs-
galt graf egy szép lerajzolasat.



Nem sikgrafok

A sikgrafsag bizonyitasa ,egyszerii": Csak fel kell mutatni a vizs-
galt graf egy szép lerajzolasat.

De hogyan lehet azt bizonyitani, hogy egy graf NEM sikgraf, azaz
hogy nem létezik szép lerajzolasa?



Nem sikgrafok

A sikgrafsag bizonyitasa ,egyszerii": Csak fel kell mutatni a vizs-
galt graf egy szép lerajzolasat.

De hogyan lehet azt bizonyitani, hogy egy graf NEM sikgraf, azaz
hogy nem létezik szép lerajzolasa?
Nemsokara latni fogjuk, hogy erre van egy univerzalis médszer:

mindig lehet egy bizonyos fajta részgraf megtalalasaval indokolni
a nem-sikgrafsagot.



A két alappélda nem sikgrafokra

{Tétel. K5 és K33 nem sikgrafok. J

Ks Ks 3

K3 3-at szokas ,harom haz — harom kat" grafnak is nevezni.



A két alappélda nem sikgrafokra

{Tétel. K5 és K33 nem sikgrafok. J

Ks Ks 3

K3 3-at szokas ,harom haz — harom kat" grafnak is nevezni.

Emlékeztetd (gyakorlatrél). K33 egy alternativ lerajzolasa:



Tétel. K5 és K33 nem sikgrafok. J

Bizonyitas. Csak K3 3-ra bizonyitjuk az allitast. Ks-re hason-
|6an megy, a végén kell csak egy picivel tobbet ,magyarazkodni'.



Tétel. K5 és K33 nem sikgrafok.

Biz. Indirekt tfh. K3 3-nak van egy szép lerajzolasa.



Tétel. K5 és K33 nem sikgrafok. }

Biz. Indirekt tfth. K3 3-nak van egy szép lerajzolasa. Egy grafel-
méleti kor élei mindig egy nem onatmetszé zart gorbét alkotnak
a szép lerajzolasban, igy a pirossal jeldlt (Hamilton-)kor élei is.

K{ 3
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Biz. Indirekt tfth. K3 3-nak van egy szép lerajzolasa. Egy grafel-
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Tétel. K5 és K33 nem sikgrafok. J

Biz. Indirekt tfh. K3 3-nak van egy szép lerajzolasa. Egy grafel-
méleti kor élei mindig egy nem dnatmetsz6 zart gorbét alkotnak
a szép lerajzolasban, igy a pirossal jeldlt (Hamilton-)kor élei is.

A lényeg az, hogy a nem 6natmetszé zart gorbék mindig két tar-
tomanyra, egy ,deformalt korlap” belsé részre, és egy kiilsé részre
osztjak a sikot. Ez intuitive elég nyilvanvald, de a preciz bizonyi-
tasa NEHEZ. (Ez a Jordan—Schonflies-tétel.) A tovabbiakban is
inkabb a geometriai szemléletiinkre tdmaszkodunk, de a leirtak
precizzé teheték.




{Tétel. Ky és K3 3 nem sikgrafok. }

A piros kor élein kiviil van 3 él (,har"), amelyek a kdr szemkdzti
pontjait kotik dssze. A szép lerajzolasban a piros zart gorbét nem
metszhetik 4t a harok gorbéi (a piros gorbe egy ,fal’ szamukra),
igy minden har gorbéje teljes egészében a piros gorbe valamelyik
tartomanyaban (a belsé vagy a kiils6 tartomanyban) halad.




[Tétel. Ky és K3 3 nem sikgrafok. }

A piros kor élein kiviil van 3 él (,har"), amelyek a kdr szemkdzti
pontjait kotik dssze. A szép lerajzolasban a piros zart gorbét nem
metszhetik 4t a harok gorbéi (a piros gorbe egy ,fal’ szamukra),
igy minden har gorbéje teljes egészében a piros gorbe valamelyik
tartomanyaban (a belsé vagy a kiils6 tartomanyban) halad.




Tétel. K5 és K33 nem sikgrafok. J

A skatulyaelv szerint ezen 3 ,har" gorbéje koziil legalabb ketts
ugyanabban a tartomanyban halad. De ez nem lehetséges atmet-
szés nélkiil, ellentmondas. (Ha egy élgorbét berajzolunk, akkor
az ,kettévagja" a tartomanyt agy, hogy a masik élgérbe két vég-
pontja kiilonbozé félbe esik. A rajz a belsd tartomanyra szemlél-
teti ezt, de a kiilsé tartomanyra is ugyantgy igaz'.) O

T Ha a gombfeliileten dolgozunk, akkor a belsé és kiilsé tartomany kdzétt
nincs is , érdemi kiilénbség”, a kiilsé tartomany is ugyantgy ,deformalt kor-
lap”, mint a belsé.
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Definicio. A G’ graf a G graf felosztasa, ha G’ megkaphaté G-
b6l tgy, hogy G bizonyos éleire ,,ij csticsokat helyeziink”T. (Az 4]
cstcsok mindig masodfokd csticsok lesznek, minden j csiics csak
egy €l felosztasaban" vesz részt!) (G is felosztasa sajat maganak.

Ks K5 egy felosztasa
T Preciz definicié. Ha a G graf minden e = uw élét helyettesitjiik
egy P. uv attal agy, hogy ezen utak belsé pontjai paronként disz-
junktak, akkor a kapott grafot GG felosztasanak nevezziik. (Hu-
rokél esetén értelemszeriien korrel helyettesitiink.)

Ha P, 1 hosszu, akkor ,,nem tesziink 4j csicsot az e élre’”.
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egy €l felosztasaban" vesz részt!) (G is felosztasa sajat maganak.
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K3

P

K3 3 egy felosztasa



Grafok felosztasa

Definicio. A G’ graf a G graf felosztasa, ha G’ megkaphaté G-
b6l tgy, hogy G bizonyos éleire ,,ij csticsokat helyeziink”T. (Az 4]
cstcsok mindig masodfokd csticsok lesznek, minden j csiics csak
egy €l felosztasaban" vesz részt!) (G is felosztasa sajat maganak.

Eszrevétel. Legyen G’ a G egy tetszbleges felosztasa. Igaz a

2

kovetkezé: G’ pontosan akkor sikgraf, ha G sikgraf.

Szép lerajzolas szempontjabdl az 4j cstcsok olyanok, mintha ,ott
se lennének’: egy tobb darabra osztott élt ugyanagy kell lerajzolni,
mintha tovabbra is egy él lenne.
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Definicio. A G’ graf a G graf felosztasa, ha G’ megkaphaté G-
b6l tgy, hogy G bizonyos éleire ,,ij csticsokat helyeziink”T. (Az 4]
cstcsok mindig masodfokd csticsok lesznek, minden j csiics csak
egy €l felosztasaban" vesz részt!) (G is felosztasa sajat maganak.

Eszrevétel. Legyen G’ a G egy tetszbleges felosztasa. Igaz a

2

kovetkezé: G’ pontosan akkor sikgraf, ha G sikgraf.
Kovetkezmény. K5 és K3 3 felosztasai nem sikgrafok.
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Definicio. A G’ graf a G graf felosztasa, ha G’ megkaphaté G-
b6l tgy, hogy G bizonyos éleire ,,ij csticsokat helyeziink”T. (Az 4]
cstcsok mindig masodfokd csticsok lesznek, minden j csiics csak
egy €l felosztasaban" vesz részt!) (G is felosztasa sajat maganak.

Eszrevétel. Legyen G’ a G egy tetszbleges felosztasa. Igaz a
kovetkezé: G’ pontosan akkor sikgraf, ha G sikgraf.

Kovetkezmény. K5 és K3 3 felosztasai nem sikgrafok.

Eszrevétel. Ha G sikgraf, akkor minden R részgrafja is az. (Hi-
szen G egy szép lerajzolasa egyittal R-et is szépen lerajzolja.)
Masszéval, ha egy grafnak van olyan részgrafja, ami nem sikgraf,
akkor a graf maga sem lehet sikgraf.



11. ea. Grafok felosztasa 7/9

Definicio. A G’ graf a G graf felosztasa, ha G’ megkaphaté G-
b6l tgy, hogy G bizonyos éleire ,,ij csticsokat helyeziink”T. (Az 4]
cstcsok mindig masodfokd csticsok lesznek, minden j csiics csak
egy €l felosztasaban" vesz részt!) (G is felosztasa sajat maganak.

Eszrevétel. Legyen G’ a G egy tetszbleges felosztasa. Igaz a
kovetkezé: G’ pontosan akkor sikgraf, ha G sikgraf.

Kovetkezmény. K5 és K3 3 felosztasai nem sikgrafok.

Eszrevétel. Ha G sikgraf, akkor minden R részgrafja is az. (Hi-
szen G egy szép lerajzolasa egyittal R-et is szépen lerajzolja.)
Masszéval, ha egy grafnak van olyan részgrafja, ami nem sikgraf,
akkor a graf maga sem lehet sikgraf.

Kovetkezmény. Tehat ha egy graf tartalmazza (részgrafként)
K5 vagy K33 egy felosztasat, akkor a graf nem sikgraf.



Sikgrafok karakterizacidja

Kovetkezmény. Tehat ha egy graf tartalmazza (részgrafként)
K5 vagy K33 egy felosztasat, akkor a graf nem sikgraf.



Sikgrafok karakterizacidja

Kovetkezmény. Tehat ha egy graf tartalmazza (részgrafként)
K5 vagy K33 egy felosztasat, akkor a graf nem sikgraf.

Példa. A Petersen-graf nem sikgraf, mert tartalmazza K33 egy
felosztasat:



Sikgrafok karakterizacidja

Kovetkezmény. Tehat ha egy graf tartalmazza (részgrafként)
K5 vagy K33 egy felosztasat, akkor a graf nem sikgraf.

Példa. A Petersen-graf nem sikgraf, mert tartalmazza K33 egy
felosztasat:

Y,



Sikgrafok karakterizacidja

Kovetkezmény. Tehat ha egy graf tartalmazza (részgrafként)
K5 vagy K33 egy felosztasat, akkor a graf nem sikgraf.

Ezzel megadtunk az 6sszes nem-sikgrafot:

Kuratowski-tétel. Egy graf akkor és csak akkor sikgraf, ha
nem tartalmazza sem K75, sem K3 3 egyik felosztasat sem (rész-
grafként).

A tétel nehéz iranyat nem bizonyitjuk.



Sikgrafok karakterizacidja

Kovetkezmény. Tehat ha egy graf tartalmazza (részgrafként)
K5 vagy K33 egy felosztasat, akkor a graf nem sikgraf.

Ezzel megadtunk az 6sszes nem-sikgrafot:

Kuratowski-tétel. Egy graf akkor és csak akkor sikgraf, ha
nem tartalmazza sem K75, sem K3 3 egyik felosztasat sem (rész-
grafként).

A tétel nehéz iranyat nem bizonyitjuk.

Osszegzés. Ha egy konkrét G grafrél kell eldonteniink, hogy
sikgraf-e, akkor ehhez elég kétfajta érvelést ismerni: Ha G sikgraf,
akkor ez igazolhaté agy, hogy felmutatunk egy szép lerajzolast.
Ha G nem sikgraf, akkor a Kuratowski-tétel szerint talalni fogunk
benne K5- vagy K3 3-felosztast, és ez korabbi észrevételeink sze-
rint bizonyitja a nem-sikgrafsagot (ehhez nem is kell ismerniink
a Kuratowski-tétel bizonyitasat).



Appendix: Euler-formula (nem vizsgaanyag)

Definicio. Vegyiik egy G sikgraf rogzitett szép lerajzolasat. A
lerajzolas élgorbéit , keritéseknek” (,,orszaghataroknak”) tekintve,
a lerajzolas tartomanyokra (,orszagokra”) osztja a sikot!. Megje-
gyezziik, hogy a kiils6, végtelen nagy régié is tartomany.
Kialakulhatnak 6nmagukkal szomszédos tartomanyok is (most
nincs semmilyen megkdtés a sikgrafra).

Példa. Egy sikgraf szép lerajzolasa hat tartomannyal (a 6-os
szam a kiilsé tartomanyt jeldli):

6
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Appendix: Euler-formula (nem vizsgaanyag)

Definicio. Vegyiik egy G sikgraf rogzitett szép lerajzolasat. A
lerajzolas élgorbéit , keritéseknek” (,,orszaghataroknak”) tekintve,
a lerajzolas tartomanyokra (,orszagokra”) osztja a sikot!. Megje-
gyezziik, hogy a kiils6, végtelen nagy régié is tartomany.

 Ezt a kdvetkez6képpen lehet precizzé tenni. Legyen £ a sik azon pontjainak
halmaza, amelyek ,nem szerepelnek” G széban forgé lerajzolasaban, tehat
nem csiicspontok, és nem halad at rajtuk élgorbe. Ezen az £ halmazon
definialunk egy ~ ,egy tartomanyban lenni” relaciét: Legyen = ~ y pontosan
akkor, ha z és y dsszekdthets olyan (folytonos) gérbével, amely végig L-

ben halad. Konnyen ellenérizhets, hogy ez a ~ ekvivalenciarelacié. Ezen ~
relacié ekvivalenciaosztalyait nevezziik a lerajzolas tartoméanyainak.
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Appendix: Euler-formula (nem vizsgaanyag)

Definicio. Vegyiik egy G sikgraf rogzitett szép lerajzolasat. A
lerajzolas élgorbéit , keritéseknek” (,,orszaghataroknak”) tekintve,
a lerajzolas tartomanyokra (,orszagokra”) osztja a sikot!. Megje-
gyezziik, hogy a kiils6, végtelen nagy régi6 is tartomany.

Euler alabbi tétele szerint a cstcsok szama és az élek szama
egyértelmiien meghatarozza a tartomanyok szamat:

Euler-formula. Egy Gsszefiiggé G sikgraf tetszéleges szép le-
rajzolasara

c=e4di =2
ahol ¢ a cstcsok szama, e az élek szama, és ¢t a tartomanyok
szama.

Kiegészités. Az dsszefliggdség fontos feltétel: az altalanos eset-
ben ¢ — e+t =k + 1, ahol k a komponensek szama. (Ezt nem
bizonyitjuk, de kdnnyen kdvetkezik az dsszefiiggé esetbdl.)



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

Biz. Vegyiik egy tetsz. &sszefliggd G sikgraf egy szép lerajzolasat.
Ugyanezt a lerajzolast lépésenként allitjuk el6: El6szér rogton
G egy feszitéfajat rajzoljuk le (G 6f.), majd egyesével huzzuk be
a tobbi élgorbét, és kézben figyeljik a ,,csticsszam — élszam +
tartomanyszam’ aktualis értékét, amelyet ¢ — ¢ + ¢ médon rdvi-
ditiink majd (a hullamjellel arra utalunk, hogy ,aktualis”).
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

1. A faknak eggyel kevesebb éliik van, mint cstcsuk; tovabba fak
szép lerajzolasanal 1 tartomany keletkezik*, tehat kezdetben, a
feszitéfa lerajzolasandle =c— 1, ést =1, ezért c—e+t = 2.
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G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

1. A faknak eggyel kevesebb éliik van, mint cstcsuk; tovabba fak
szép lerajzolasanal 1 tartomany keletkezik*, tehat kezdetben, a
feszitéfa lerajzolasandle =c— 1, ést =1, ezért c—e+t = 2.
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* Szemléletesen nyilvanvald, hogy fak lerajzolasanal 1 tartomany
alakul ki. (Kicsit precizebben: Epitsiik fel a fat aghajtasokkal, és
gy6zzitk meg magunkat arrél, hogy egy ,kihajté ag” soha nem
vag le 0j tartomanyt.)



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

1. A faknak eggyel kevesebb éliik van, mint cstcsuk; tovabba fak
szép lerajzolasanal 1 tartomany keletkezik*, tehat kezdetben, a
feszitéfa lerajzolasanal e =¢ — 1, ést=1,ezértc—c+1=2.
2. Ha egy Osszefiiggt sikgraf szép lerajzolasaban két csicsot
Osszekdtiink (élmetszés nélkil), akkor a berajzolt élgérbe egy
korabbi tartomanyt két részre vag', igy az élszam is és a tar-
tomanyszam is 1-gyel né (a csticsszam nem valtozik), vagyis a
vizsgalt T — € + ¢ mennyiség nem valtozik.



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

1. A faknak eggyel kevesebb éliik van, mint cstcsuk; tovabba fak
szép lerajzolasanal 1 tartomany keletkezik*, tehat kezdetben, a
feszitéfa lerajzolasanal e =¢ — 1, ést=1,ezértc—c+1=2.
2. Ha egy Osszefiiggt sikgraf szép lerajzolasaban két csicsot
Osszekdtiink (élmetszés nélkil), akkor a berajzolt élgérbe egy
korabbi tartomanyt két részre vag', igy az élszam is és a tar-
tomanyszam is 1-gyel né (a csticsszam nem valtozik), vagyis a
vizsgalt T — € + ¢ mennyiség nem valtozik.

 Osszefiiggsseg kikstése nélkiil ez nem feltétleniil igaz! Példa:



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

1. A faknak eggyel kevesebb éliik van, mint cstcsuk; tovabba fak
szép lerajzolasanal 1 tartomany keletkezik*, tehat kezdetben, a
feszitéfa lerajzolasanal e =¢ — 1, ést=1,ezértc—c+1=2.
2. Ha egy Osszefiiggt sikgraf szép lerajzolasaban két csicsot
Osszekdtiink (élmetszés nélkil), akkor a berajzolt élgérbe egy
korabbi tartomanyt két részre vag', igy az élszam is és a tar-
tomanyszam is 1-gyel né (a csticsszam nem valtozik), vagyis a
vizsgalt T — € + ¢ mennyiség nem valtozik.

 Osszefiiggsseg kikstése nélkiil ez nem feltétleniil igaz! Példa:



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

1. A faknak eggyel kevesebb éliik van, mint cstcsuk; tovabba fak
szép lerajzolasanal 1 tartomany keletkezik*, tehat kezdetben, a
feszitéfa lerajzolasanal e =¢ — 1, és T=1ezértc—c+1=2.
2. Ha egy Osszefiiggt sikgraf szép lerajzolasaban két csicsot
Osszekdtiink (élmetszés nélkil), akkor a berajzolt élgérbe egy
korabbi tartomanyt két részre vag', igy az élszam is és a tar-
tomanyszam is 1-gyel né (a csticsszam nem valtozik), vagyis a
vizsgalt T — € + ¢ mennyiség nem valtozik.

T Indoklas (az 6f. esetre): Tfh. a behtzott e élgdrbe az u és v csticsokat kéti
Ossze. A mar lerajzolt 6sszefliggs sikgrafban van egy uv Gt; ez e-vel egyiitt
egy grafelméleti kort alkot, aminek egy C nem Onatmetsz§ zart gorbe felel
meg a szép lerajzolasban. Jordan—Schonflies-tétel ... Ha vesziink a sikon
az e élgorbe két oldalan egy-egy kozeli pontot, amelyek az e behizasa el6tt
még egy tartomanyba estek (abba, amelyikbe e-t rajzoltuk), akkor lathatjuk,

hogy ez a két pont e behizasa utan mar kiilonb6zé tartomanyba esik, mert
C elvalasztja 6ket. Innen mar kdnnyii, hogy a tartomanyszam 1-gyel né.



G Osszefliggd, szépen lerajzolt sikgraf =— c— e+t = 2.

1. A faknak eggyel kevesebb éliik van, mint cstcsuk; tovabba fak
szép lerajzolasanal 1 tartomany keletkezik*, tehat kezdetben, a
feszitéfa lerajzolasanal e =¢ — 1, ést=1,ezértc—c+1=2.
2. Ha egy Osszefiiggt sikgraf szép lerajzolasaban két csicsot
Osszekdtiink (élmetszés nélkil), akkor a berajzolt élgérbe egy
korabbi tartomanyt két részre vag', igy az élszam is és a tar-
tomanyszam is 1-gyel né (a csticsszam nem valtozik), vagyis a
vizsgalt © — € + ¢t mennyiség nem valtozik.
3. Mivel egy feszitéfa lerajzolasaval kezdtiink, a tobbi élgorbét
mindig egy osszefliggd graf lerajzolasahoz adjuk hozza. Tehat a
lerajzolasi folyamat soran a —¢+t mindvégig 2 (kezdetben annyji,
és utana nem valtozik), igy a végs6, bizonyitandé lerajzolasra is.
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