Euler-tétel.

a) Egy G grafban akkor és csak akkor van zart Euler-vonal, ha
G osszefliggd, és minden csicsanak foka paros.

b) Egy G grafban akkor és csak akkor van nyilt Euler-vonal,
ha G 6sszefiiggs, és pontosan két paratlan fokd csiicsa van.

A két allitas egyiitt a kdvetkezét adja:
c) Egy G grafban akkor és csak akkor van Euler-vonal, ha G
Osszefiiggs, és 0 vagy 2 paratlan foka csiicsa van.

Kiegészités. A b) pont bizonyitasabél majd kiolvashaté lesz,
hogy amennyiben két paratlan fokd cstcs van (és &f. a grafunk),
akkor minden (nyilt) Euler-vonal a két paratlan foka cstics kdzott
halad: egyikbdl indul, masikban végzsdik.
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a) Egy G grafban akkor és csak akkor van zart Euler-vonal, ha
G osszefliggd, és minden csicsanak foka paros.

b) Egy G grafban akkor és csak akkor van nyilt Euler-vonal,
ha G 6sszefiiggs, és pontosan két paratlan fokd csiicsa van.

A két allitas egyiitt a kdvetkezét adja:
c) Egy G grafban akkor és csak akkor van Euler-vonal, ha G
Osszefiiggs, és 0 vagy 2 paratlan foka csiicsa van.

Megjegyzés. Mivel egy grafban nem lehet pontosan 1 darab
paratlan fokd csics (a fokszamdsszeg mindig paros), ezért a c)
allitasban a ,,0 vagy 2 paratlan fokd cstcs van” feltétel agy is
megfogalmazhato, hogy ,legfeljebb két paratlan fokd csics van'.



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:
Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.
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Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:
Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

u: kezdépont/végpont
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Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:

Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/
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Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/

2. Amikor az Euler-vonal athalad egy csucson, akkor egy ilyen at-
haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)
= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/

G
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haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)

= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/
Részletezve:

e Ha v az Euler-vonal kezd8/végpontjatdl kiilonbozs csucs:
v
o U
o

Jarjuk be az Euler-vonalat, és figyeljiik v kdrnyezetét . ..
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{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:

Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/

2. Amikor az Euler-vonal athalad egy csucson, akkor egy ilyen at-
haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)

= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/
Részletezve:

e Ha v az Euler-vonal kezd8/végpontjatdl kiilonbozs csucs:

(Az Euler-vonal minden v
élt bejart, ez az dsszes
élvég v koriil.)

o<

d(v) = 2 x (athaladasok szama) < paros



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:

Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/

2. Amikor az Euler-vonal athalad egy csucson, akkor egy ilyen at-
haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)

= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/
Részletezve:

e Ha u a zart Euler-vonal kezdépontja (és egyben végpontja):

u
©



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:

Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/

2. Amikor az Euler-vonal athalad egy csucson, akkor egy ilyen at-
haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)

= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/
Részletezve:

e Ha u a zart Euler-vonal kezdépontja (és egyben végpontja):

— az Euler-vonal elsé éle l/

du) =1+



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:

Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/

2. Amikor az Euler-vonal athalad egy csucson, akkor egy ilyen at-
haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)
= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/

Részletezve:
e Ha u a zart Euler-vonal kezdépontja (és egyben végpontja):

— az Euler-vonal elsé éle u
— athaladasok u-n

d(u) = 1+ 2 x (athaladasok szama) +



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:

Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/

2. Amikor az Euler-vonal athalad egy csucson, akkor egy ilyen at-
haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)
= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/

Részletezve:
e Ha u a zart Euler-vonal kezdépontja (és egyben végpontja):

— az Euler-vonal elsé éle u
— athaladasok u-n

d(u) = 1+ 2 x (athaladasok szama) +



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. = irdny, azaz a feltételek sziikségessége:

Tegyiik fel, hogy a G grafban van zart Euler-vonal.

1. Az Euler-vonal (definicié szerint) meglatogatja G Gsszes csi-
csat, igy barmely két cstcs kozdtt van séta (példaul az Euler-
vonal két cstics kozbtti szakasza) =—> G Osszefliggs. v/

2. Amikor az Euler-vonal athalad egy csucson, akkor egy ilyen at-
haladas 2-vel jarul hozza a csics fokszamahoz (bemegy/kimegy)

= minden csucs foka paros (az u kezdé/végponté is). v/
Részletezve:
e Ha u a zart Euler-vonal kezdépontja (és egyben végpontja):

— az Euler-vonal elsé éle u

— athaladasok u-n
— az Euler-vonal utolsé éle

d(u) = 1+ 2 x (athaladasok szama) + 1 < paros



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:
Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszéleges u csiicsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).

Noveljik addig a vonalat, ameddig csak tudjuk ...

Ha egy csiicsbél tobbfelé léphetiink
tovabb, akkor taldlomra valasztunk

egy jo iranyt.
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Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszbleges u cstcsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).
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Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:
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1. Egy tetszbleges u cstcsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).

Noveljik addig a vonalat, ameddig csak tudjuk ...
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{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszbleges u cstcsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).
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Ha egy csiicsbél tobbfelé léphetiink
tovabb, akkor taldlomra valasztunk

egy jo iranyt.



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszbleges u cstcsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).

Mivel egy G-beli vonal hossza legfeljebb |E(G)| lehet, valamikor
biztosan elakadunk (= nem tudunk érintetlen élen tovabblépni).



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszéleges u csicsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).

V fok paros = Csak a kiindul6 u csticsban akadhatunk el!



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszéleges u csicsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).

V fok paros = Csak a kiindul6 u csticsban akadhatunk el!

OKA: Amikor egy u-tél kiilonb6zé s csticsban allunk, akkor ezen a csiicson
korabban mar valahanyszor athaladtunk (bemegy/kimegy), majd végiil be-
léptiink, igy Osszesen paratlan sok s-bél indulé élvégen jartunk mar. Mivel s
foka paros, kell még lennie ,szabad” élvégnek, amin tovabb tudunk haladni.
G szabad élvég (ptlan sok)

athaladasok

utolsé él



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszéleges u csicsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).
2. Elakadaskor egy zart V vonalat kapunk G-ben.



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszéleges u csicsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).
2. Elakadaskor egy zart V vonalat kapunk G-ben.

3. Ha ez a V Euler-vonal, akkor készen vagyunk. (Tfh. nem az.)



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:

Tth. a G graf sszefliggs, és minden cstcsanak foka paros.

1. Egy tetszéleges u csicsbdl inditsunk el egy vonalat, vigyazva
arra, hogy mar bejart élre ne Iépjiink tébbet (mohé vonalndvelés).
2. Elakadaskor egy zart V vonalat kapunk G-ben.

3. Ha ez a V Euler-vonal, akkor készen vagyunk. (Tfh. nem az.)
4. Legyen w egy olyan csics V-n, amelybél indul , fekete” (nem
V-beli) él is. Mivel G Gsszefliggs, ilyen cstcs van.

G w Egy tetszbleges V-beli csiicsbdl sé-
taljuk el egy tetszéleges fekete élre.

Tekintsiik az els6 olyan pillanatot,

u amikor a ,,bepirosozott” élhalmaz-

V bol kilépve fekete élre lépiink.



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:
5. Mohé vonalndveléssel inditsunk vonalat w-bél a FEKETE (még
nem bejart) élek altal alkotott részgrafban.
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Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:
5. Mohé vonalndveléssel inditsunk vonalat w-bél a FEKETE (még
nem bejart) élek altal alkotott részgrafban.



{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:
5. Mohé vonalndveléssel inditsunk vonalat w-bél a FEKETE (még
nem bejart) élek altal alkotott részgrafban.
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Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:
5. Mohé vonalndveléssel inditsunk vonalat w-bél a FEKETE (még
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{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka péros.}

Bizonyitas. < irany, azaz a feltételek elégségessége:
5. Mohé vonalndveléssel inditsunk vonalat w-bél a FEKETE (még
nem bejart) élek altal alkotott részgrafban.
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A lényeg: A fekete részgrafban is minden pont foka paros. Ugyanis
a V zart vonal élei altal alkotott ,,piros” részgrafban minden pont
foka paros (bemegy/kimegy...); és G-ben is paros minden fok;
tovabba , paros — paros = paros’.

G w Azt pedig mar meggondoltuk, hogy
egy csupa paros foka grafban a mohé
vonalndvelés zart vonalat eredményez
elakadaskor. (Az &sszefiiggbség nem
kellett hozza. Ezt a fekete részgrafrol

nem is tudjuk.)
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{a) G-ben van zart Euler-vonal <= G 6f. és V pont foka paros.
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7. Most ugyanaz a szituacié van el6ttiink, mint korabban: G
grafunkban be van pirosozva egy zart vonal (csak V'-nek hivjuk,
nem V-nek). Tehat ha V' még nem Euler-vonal, akkor az elébb
latott médon tudjuk béviteni; az érvelés ugyanaz. Es igy tovabb,
ilyen ,betoldé” bévitésekkel elébb-utébb egy zart Euler-vonalhoz
jutunk (amikor mar minden élt bejar a vonalunk™). O

*: és akkor persze minden csicsot is meglatogat G dsszefliggésége miatt.
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Megjegyzések. 1. Kiemeljiik, hogy bizonyitasunk egy algorit-
must is ad egy zart Euler-vonal megtalalasara (amennyiben a
grafunk teljesiti a tételben el@irt feltételeket).



Megjegyzések. 1. Kiemeljiik, hogy bizonyitasunk egy algorit-
must is ad egy zart Euler-vonal megtalalasara (amennyiben a
grafunk teljesiti a tételben el@irt feltételeket).

2. Egy zart Euler-vonal kezd6/végpontjanak valéjaban csak a for-
malis leirasban van kitiintetett szerepe: A zart Euler-vonal ,men-
tén" barmely csticsba ,eltolhatjuk” a kezdé/végpontot; tovabbra
is zart Euler-vonalat kapunk (lasd abra).
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3. Természetesen egy grafban létezhet tobb zart Euler-vonal is
(s6t, ez a jellemzs, ha a graf teljesiti a tétel feltételeit).



b) G-ben van nyilt Euler-vonal <= G &sszefiiggs, és két pa-
ratlan fokd csicsa van.

Bizonyitas. Az ,,=—" irany egyszer(, az a) allitasnal latottak-
hoz teljesen hasonlé. A fokszamok paritasanak vizsgalatanal azt
kapjuk, hogy a nyilt Euler-vonal két (kiilonb5zs) végpontjanak
paratlan a foka (a kiindulé és a befejezs él miatt), a tobbi csics
foka pedig paros.



b) G-ben van nyilt Euler-vonal <= G &sszefiiggs, és két pa-
ratlan fokd csicsa van,

Bizonyitas. Az ,,=—" irany egyszer(, az a) allitasnal latottak-
hoz teljesen hasonlé. A fokszamok paritasanak vizsgalatanal azt
kapjuk, hogy a nyilt Euler-vonal két (kiilonb5zs) végpontjanak
paratlan a foka (a kiindulé és a befejezs él miatt), a tobbi csics
foka pedig paros.

Az <" irany pedig visszavezethet§ az a) allitasra: Legyen a
két paratlan foka cstcs u és v. Hazzunk be egy 4j élt u és v
kézé. (Akkor is, ha mar Gssze vannak kotve; ekkor parhuzamos
élt hozunk létre, ami nem okoz gondot.) A kapott G’ graf nyilvan
Osszefiiggd lesz, és minden pontjanak foka paros lesz, igy az a)
allitas szerint tartalmaz egy V' zart Euler-vonalat. Az altalunk
behazott 4j él torlése utan a V-bél,, megmaradé” vonal az eredeti
G graf egy nyilt Euler-vonalat adja. O



