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Logikai szita két halmazra

Ko6zeépiskolas feladat. Egy 30 fés osztalyban a matematikat
12-en, a fizikat 14-en szeretik. 5 tanulé szereti mindkét targyat.
Hanyan vannak, akik a két targy koziil egyiket sem szeretik?




Logikai szita két halmazra

Ko6zeépiskolas feladat. Egy 30 fés osztalyban a matematikat
12-en, a fizikat 14-en szeretik. 5 tanulé szereti mindkét targyat.
Hanyan vannak, akik a két targy koziil egyiket sem szeretik?

(): az osztaly tanul6inak halmaza (az alaphalmaz)
A: a matematikat szeret$ tanulék halmaza (A C Q)
B: a fizikat szeretd tanulék halmaza (B C Q)

Ismert: || =30, |A|=12, |B|=14, |[ANnB|=5.
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Logikai szita két halmazra

Ko6zeépiskolas feladat. Egy 30 fés osztalyban a matematikat
12-en, a fizikat 14-en szeretik. 5 tanulé szereti mindkét targyat.
Hanyan vannak, akik a két targy koziil egyiket sem szeretik?

(): az osztaly tanul6inak halmaza (az alaphalmaz)
A: a matematikat szeret$ tanulék halmaza (A C Q)
B: a fizikat szeretd tanulék halmaza (B C Q)

Ismert: || =30, |A|=12, |B|=14, |[ANnB|=5.
Kerdes: |[AUB| =7 + itt és a tovabbiakban H := Q\ H
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Logikai szita két halmazra

Ko6zeépiskolas feladat. Egy 30 fés osztalyban a matematikat
12-en, a fizikat 14-en szeretik. 5 tanulé szereti mindkét targyat.
Hanyan vannak, akik a két targy koziil egyiket sem szeretik?

(): az osztaly tanul6inak halmaza (az alaphalmaz)

A: a matematikat szeret$ tanulék halmaza (A C Q)

B: a fizikat szeretd tanulék halmaza (B C Q)
Ismert: || =30, |A|=12, |B|=14, |[ANnB|=5.
Kerdes: |[AUB| = Q| —|A| - |B|+|ANB|=9. O
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| = Q| - |A| - |B| +|AN B|.

QO A AnB_B




Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| = Q| - |A| - |B| +|AN B|.

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.”
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
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Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| = Q| - |A| - |B| +|AN B|.

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.” De mit is jelent ez?

H =31
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| = Q| — |A| - |B| + |AN BJ.

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.” De mit is jelent ez?
[rjunk egy 1-est (2 minden elemére,
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| = Q| — |A| - |B| + AN B|.

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.” De mit is jelent ez?
Irjunk egy 1-est Q2 minden elemére, majd (—1)-eket A elemeire,
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| = Q| — |A| - |B| +|AN B|.

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.” De mit is jelent ez?

Irjunk egy 1-est Q2 minden elemére, majd (—1)-eket A elemeire,
(—1)-eket B elemeire,
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| =|Q| - |A| - |B| + |AN B

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.” De mit is jelent ez?

Irjunk egy 1-est Q2 minden elemére, majd (—1)-eket A elemeire,
(—1)-eket B elemeire, és 1-eseket A M B elemeire.
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Logikai szita két halmazra

Tetszéleges A, B C 2 halmazokra
|[AUB| =|Q| - |A| - |B| + |AN B

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.” De mit is jelent ez?

Irjunk egy 1-est Q2 minden elemére, majd (—1)-eket A elemeire,
(—1)-eket B elemeire, és 1-eseket AN 3 elemeire. Vilagos, hogy
a jobb oldal a felirt szamok &sszege (,,szinenként” szamolva).
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\AUB\=|Q|—|A|—yB\+\AﬁB\

Bizonyitas. ,A jobb oldal AU B elemeit 1-szer, AU B elemeit
pedig 0-szor szamolja meg.” De mit is jelent ez?

[rjunk egy 1-est 2 minden elemére, majd (—1)-eket A elemeire,
(—1)-eket B elemeire, és 1-eseket AN 3 elemeire. Vilagos, hogy
a jobb oldal a felirt szamok &sszege (,szinenként” szamolva).
Ha elemenként csoportositva adjuk Ossze ezeket a szamokat, ak-
kor pedig a bal oldal adédik, mivel

1, haze€ AUB

e € Q) elemre irt szamok Osszege =
&y s “°8 {0, haze AU B.
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[AUB| =9/ — 4| - |B| + |An B| |

Irjunk egy 1-est ) minden elemére, majd (—1)-eket A elemeire,
(—1)-eket B elemeire, és 1-eseket AN 3 elemeire. Vilagos, hogy
a jobb oldal a felirt szamok &sszege (,,szinenként” szamolva).
Ha elemenként csoportositva adjuk Ossze ezeket a szamokat, ak-
kor pedig a bal oldal adédik, mivel

1, haze AUB
0, haxze AUB.

Az utolsé allitas 4 eset végiggondolasaval ellendrizhets: Csak az szamit, hogy
raz ANB, ANB, AN B é AN B ,cellak” kdziil melyikbe esik. U

egy * € ) elemre irt szamok Osszege = {

QO A AnB_B




Logikai szita harom halmazra

Hasonléan igazolhat6, hogy tetszéleges A, B, C' C 2 halmazokra

\ [AUBUC| = || |A|-|B|—|C|+|ANB|+]|ANC|+|BNC|~ | ANBNC|

Bizonyitas. Az el6z6 gondolatmenet elismételhets. Most nyolc
celld’ leszz ANBNC, ANBNC, AnBNC, AnNBNC,
ANBNC, ANBNC, ANBNC, ANBNC. Most is azt talaljuk,
hogy a ANBNC cella elemeit 1-szer, a t&bbi cella elemeit 0-szor
szamolja meg a jobb oldal. (A részleteket mell6zziik.) O




Logikai szita harom halmazra

Hasonléan igazolhat6, hogy tetszéleges A, B, C' C 2 halmazokra

‘ [AUBUC| = |2|—|A]—|B|~|C|+|ANB|+|ANC|+|BNC|~|ANBNC]

Bizonyitas. Az el6z6 gondolatmenet elismételhets. Most nyolc
celld’ leszz ANBNC, ANBNC, AnBNC, AnNBNC,
ANBNC, ANBNC, ANBNC, ANBNC. Most is azt talaljuk,
hogy a ANBNC cella elemeit 1-szer, a t&bbi cella elemeit 0-szor
szamolja meg a jobb oldal. (A részleteket mell6zziik.) O

Mar megbeszéltiik, hogy mit értiink azon, hogy egy elemet va-
lahanyszor megszamol a jobb oldal: az adott elemhez tartozé
+1-ek Osszegét (ahol a +1-eket az el6z6 bizonyitasban latott
moédon osztjuk ki a jobb oldalon szereplé halmazok elemeire).



Logikai szita harom halmazra

Hasonléan igazolhat6, hogy tetszéleges A, B, C' C 2 halmazokra

‘ [AUBUC| = |2|—|A]—|B|~|C|+|ANB|+|ANC|+|BNC|~|ANBNC]

Bizonyitas. Az el6z6 gondolatmenet elismételhets. Most nyolc
celld’ leszz ANBNC, ANBNC, AnBNC, AnNBNC,
ANBNC, ANBNC, ANBNC, ANBNC. Most is azt talaljuk,
hogy a ANBNC cella elemeit 1-szer, a t&bbi cella elemeit 0-szor
szamolja meg a jobb oldal. (A részleteket mell6zziik.) O

Prébaljuk meg abra nélkiil is végiggondolni, hogy az egyes ,cel-
lak” elemeit a jobb oldal hanyszor szamolja meg, és ehhez mely
tagokat (halmazokat) kell figyelembe venni.

Példaul: ,ANBNC cella elemei” =, azon elemek, amelyek A-nak
és B-nek elemei, C-nek pedig nem” ...



. ea. A szita formula altalanos alakja

Tétel. Tetszéleges A1, Ao, ..., A, C Q halmazokra

AU UAn| = 9 — |A] — [ Ag] ... — | Al
+|A1 ﬂA2|+|A1ﬁA3|+...+|An_1 ﬂAn|
A1 N AN Ag| = . = |[Apa M An_1 O Ay

+(=1)™A1 N AN ... N Ay.




. ea. A szita formula altalanos alakja 3/5

Tétel. Tetszéleges A1, Ao, ..., A, C Q halmazokra

|A1U...uAn|:|Q|—|A1|—|A2|—...—|An|
+ A NA|+ A1 NAs|+...+]|A—1 NA,]

— AN AN As| = ... = |An_a N Ap1 N Ay

+(=1)"A1 N AN ... N Ayl.

Vagyis az alaphalmaz elemszamabél kivonjuk az ,egyhalmazos”
metszetek elemszamait, majd hozzaadjuk a ,kéthalmazos” met-
szetek elemszamait, kivonjuk a ,,haromhalmazos” metszetek elem-
szamait, és igy tovabb, végiil vessziik az Gsszes halmaz (,n-
halmazos") metszetének elemszamat a megfelels elgjellel.

2 (o) tag" — . (1) tag" +.(5) tag" — - £..(;) tag”



. ea. A szita formula altalanos alakja 3/5

Tétel. Tetszéleges A1, Ao, ..., A, C Q halmazokra

AU UAn| = 9 — |A] — [ Ag] ... — | Al
+|A10A2|+|A10A3|+...+|An_1ﬂAn|
A1 N AN Ag| = . = |[Apa M An_1 O Ay

+(=1)"A1 N AN ... N Ayl.

Tehat az Osszes lehetséges médon Gsszemetsziink valahany A;
halmazt (a 0-tagi metszetnek az () felel meg), és a jobb oldalon
az ilyen metszetek elemszamai jelennek meg: + elgjellel, ha paros
sok halmazt metszettiink 6ssze, — elGjellel, ha paratlan sokat:



. ea. A szita formula altalanos alakja 3/5

Tétel. Tetszéleges A1, Ao, ..., A, C Q halmazokra

AU UAn| = 9 — |A] — [ Ag] ... — | Al
+|A10A2|+|A10A3|+...+|An_1ﬂAn|
A1 Ay A Ag| — = |Aps A Ay M An|

+(=1)"A1 N AN ... N Ayl.

Tehat az Osszes lehetséges médon Gsszemetsziink valahany A;
halmazt (a 0-tagi metszetnek az () felel meg), és a jobb oldalon
az ilyen metszetek elemszamai jelennek meg: + elgjellel, ha paros
sok halmazt metszettiink 6ssze, — elGjellel, ha paratlan sokat:

Tétel (t6mor alak). Tetszéleges A1, ..., A, C 2 halmazokra
410 U4 = > ()M N A
iel

IC(n]




47U UA = > (=0 N A

IC[n] icl

Megjegyezziik, hogy a fenti formulaban () A; := Q értendé.
=



AU U4 =D )N Al

IC[n] icl

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l
Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
1. tipus:
Haxz € Ay U...UA,, akkor x-et csak az || tag szamolja meg
(+1 elgjellel), és igy 6sszességében 1-szer szamoljuk meg. v/



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l
Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
1. tipus:
Haxz € Ay U...UA,, akkor x-et csak az || tag szamolja meg
(+1 elgjellel), és igy 6sszességében 1-szer szamoljuk meg. v/

Hiszen ha x € Ay U...U A, azaz ha x egyik A; halmaznak
sem eleme, akkor természetesen nem eleme egyik A; N...NA;,
alakt metszetnek sem (m > 1). Tehat az || tagon kiviil mas
valéban nem szamolja meg z-et.



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
2. tipus:
Legyen most x € A1 U...U A, rogzitett. Tfh az A;,,... , Aj,
halmazok azok, amelyek tartalmazzak x-et (s > 1), a tobbi A;
halmaznak pedig nem eleme .



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
2. tipus:
Legyen most x € A1 U...U A, rogzitett. Tfh az A;,,... , Aj,
halmazok azok, amelyek tartalmazzak x-et (s > 1), a tobbi A;
halmaznak pedig nem eleme .
A lényeg az, hogy a formula jobb oldalan szereplé N;c 1 A; metsze-
tek koziil pontosan azoknak eleme x, amelyeknek minden tagja
Aj ..., Aj, kozill keril ki, vagyis amikor I C {j1,...,Js}



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
2. tipus:
Legyen most x € A1 U...U A, rogzitett. Tfh az A;,,... , Aj,
halmazok azok, amelyek tartalmazzak x-et (s > 1), a tobbi A;
halmaznak pedig nem eleme .
A lényeg az, hogy a formula jobb oldalan szereplé N;c 1 A; metsze-
tek koziil pontosan azoknak eleme x, amelyeknek minden tagja
Aj ..., Aj, kozill keril ki, vagyis amikor I C {j1,...,Js}
1. Ha a metszet minden tagjat az A;,,..., A;, halmazok koziil
valasztjuk, akkor a metszetnek eleme lesz =, hiszen mindegyik
kivalasztott halmaznak is eleme. (I = () is rendben van.)



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
2. tipus:
Legyen most x € A1 U...U A, rogzitett. Tfh az A;,,... , Aj,
halmazok azok, amelyek tartalmazzak x-et (s > 1), a tobbi A;
halmaznak pedig nem eleme .
A lényeg az, hogy a formula jobb oldalan szereplé N;c 1 A; metsze-
tek koziil pontosan azoknak eleme x, amelyeknek minden tagja
Aj ..., Aj, kozill keril ki, vagyis amikor I C {j1,...,Js}
2. Ha a metszet tagjai kdzott szerepel olyan Aj. tag, amely nem
az Aj, ..., Aj, halmazok koziil valé (tehat & ¢ {j1,...,7s}),
akkor x nyilvan nem lesz eleme a metszetnek, mert mar Aj-nak
sem az.



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
2. tipus:
Legyen most x € A1 U...U A, rogzitett. Tfh az A;,,... , Aj,
halmazok azok, amelyek tartalmazzak x-et (s > 1), a tobbi A;
halmaznak pedig nem eleme .
A lényeg az, hogy a formula jobb oldalan szereplé N;c 1 A; metsze-
tek koziil pontosan azoknak eleme x, amelyeknek minden tagja
Aj ..., Aj, kozill keril ki, vagyis amikor I C {j1,...,Js}
A szummanak csak az ezen metszetekhez tartozé tagjai szamol-
jak meg x-et: 1-szer, ha az Osszemetszett A;, halmazok szama
paros; (—1)-szer, ha ez a szam ptlan.



AU U4 =D )N Al
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Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
2. tipus:
Legyen most x € A1 U...U A, rogzitett. Tfh az A;,,... , Aj,
halmazok azok, amelyek tartalmazzak x-et (s > 1), a tobbi A;
halmaznak pedig nem eleme .
A lényeg az, hogy a formula jobb oldalan szereplé N;c 1 A; metsze-
tek koziil pontosan azoknak eleme x, amelyeknek minden tagja
Aj ..., Aj, kozill keril ki, vagyis amikor I C {j1,...,Js}
A szummanak csak az ezen metszetekhez tartozé tagjai szamol-
jak meg x-et: 1-szer, ha az Osszemetszett A;, halmazok szama
paros; (—1)-szer, ha ez a szam ptlan. Ezek a +1-ek 0-va Gsszeg-
z6dnek, mert ugyanannyiféleképpen lehet az A;, halmazok koziil
paros sokat dsszemetszeni, mint paratlan sokat. v’ U



AU U4 =D )N Al
IC[n] i€l

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a jobb oldal A; U...U A, elemeit
1-szer, Ay U...U A, elemeit pedig 0-szor szamolja meg.
2. tipus:
Legyen most x € A1 U...U A, rogzitett. Tfh az A;,,... , Aj,
halmazok azok, amelyek tartalmazzak x-et (s > 1), a tobbi A;
halmaznak pedig nem eleme .
A lényeg az, hogy a formula jobb oldalan szereplé N;c 1 A; metsze-
tek koziil pontosan azoknak eleme x, amelyeknek minden tagja
Aj ..., Aj, kozill keril ki, vagyis amikor I C {j1,...,Js}
A szummanak csak az ezen metszetekhez tartozé tagjai szamol-
jak meg x-et: 1-szer, ha az Osszemetszett A;, halmazok szama
paros; (—1)-szer, ha ez a szam ptlan. Ezek a +1-ek 0-va Gsszeg-
z8dnek, mert a nemiires {j1, ..., js} indexhalmaznak ugyanannyi
paros elemszamu részhalmaza van, mint ptlan elemszama. v [



Karakterisztikus vektorokkal . . .

Tulajdonképpen a kovetkezét igazoltuk az elézé bizonyitasban:

NAU0A, = X0 — X4, — X4y — --- — X4,
+ X(An42) T X(41n43) T -+ X(A,_1n40)
— X(A1n42n43) — -+ — X(An_2NAn_1NAn)

+ (_1)n%(AlﬂAgﬂ...ﬂAn)7
ahol ¥ a karakterisztikus vektort jeldli.



Szita formula uniéra

Ekvivalens alak. Tetszéleges A1, ..., A, C € halmazokra
1AL U. ..U An| = [A] + [Asg] + ... + Ay
~ A1 N Ag| — [A1 N Ag| — .. — |Ap_1 N Ay

+|AINAsNAs|+ ...+ A2 NA,_1 N A,

+(=1)"THA; N AN ... N Ayl




Szita formula uniéra

Ekvivalens alak. Tetszéleges A1, ..., A, C € halmazokra
1AL U. ..U An| = [A] + [Asg] + ... + Ay
~ A1 N Ag| — [A1 N Ag| — .. — |Ap_1 N Ay

+|AINAsNAs|+ ...+ A2 NA,_1 N A,

+(=1)"THA; N AN ... N Ayl

Bizonyitas. [A;U...UA,|=[Q| - [A1U...UA,|=...

A fenti alakhoz jutunk, ha a mar bizonyitott szita formula szerint
kifejezziik ‘Al U...u An‘—ot. 0



