A CATALAN-SZAMOK ZART ALAKJANAK ELEMI BIZONYITASA

TETEL. C,, = n%rl(%f)

B1zoNyiTAs. (VAzLAT.) ElGadason lattuk, hogy a C,, Catalan-szadm megszédmolja azokat a
(0,0) ~ (n,n) utakat a négyzetracson, amelyekben csak (1,0) és (0,1) lépések szerepelnek,

és soha nem lépnek az y = x egyenes folé. (A két megengedett lépést — és 1 nyilakkal fogjuk
jelolni.) A tétel bizonyitasahoz tehat azt kell belatni, hogy ezen utak szama %H(Qg)
!

Az &sszes — és 1 lépésekbél allo (0,0) ~ (n,n) utak szama (*7) = (3!7;?!’,

darab — és az n darab 1 lépés tetszéleges sorrendben kovetkezhet egymas utén.

mert az n

(n,n)

(0,0)
1. dbra: Az ,0sszes” Ut Osszeszamlalasa.

Ezen utak kozil Osszeszamlélasi feladatunk szempontjabol azok a rosszak, amelyek az
y = x egyenes f0lé lépnek, azaz amelyek rdlépnek az y = x + 1 egyenesre. A rossz utak
szadma megegyezik a — és 1 lépésekbdl allo (—1,1) ~» (n,n) utak szamaval: Ha minden ilyen
rossz Utnak tekintjiik az els6 y = = + 1 egyenesre es§ pontjat, és az addig a pontig tarto
utszakaszt tiikkrozziik az y = x + 1 egyenesre (a — és 1 lépések felcserélésével), tovabba az
at tobbi részét valtozatlanul hagyjuk, akkor ezzel bijekciot létesitiink a rossz utak halmaza
és a (—1,1) ~» (n,n) utak halmaza kozott. (Miért?) Ezt szemlélteti a 2. abra: Feketével
egy rossz utat jeloltiink, kékkel pedig a tiikrozott utszakaszt; a transzformacié utan kapott
(—1,1) ~ (n,n) at a kék utszakaszbol és az azt kovets fekete utszakaszbol tevsdik Gssze.
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2. dbra: Egy ,rossz” ut transzformacidja.
Az — és 1 lépésekbdl allo (—1,1) ~» (n,n) utakat (és igy a rossz utakat) a fentiekhez

hasonléan konnyt 6sszeszamolni: n + 1 darab — és n — 1 darab 1 1épés allhat egymés utan
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Az y = x egyenes folé nem 1épé ,,j6” (0,0) ~ (n,n) utak szama tehat

(21:) - <n2f1> - fﬂ?!! T (n— f?:23:+ n - n!((sz)!l)! - n—li- 1 (2:>

és ezzel kiszamoltuk a C,, Catalan-szam zart alakjat. O

tetszGleges sorrendben, igy ezen utak szama (




