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1. Feladat. A sik pontjait kiszinezzik két szinnel. Bizonyitsuk be, hogy lesz két
pont, amelyek tdvolsdga egqységnyi, és amelyek azonos szintek lesznek.

2. Feladat. A sik pontjait kiszinezziik hdarom szinnel. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges
szinezés esetén lesz két pont, amelyek tavolsdga egységnyi, és amelyek azonos sziniek.

3. Feladat. Szinezziik ki a sikot hét szinnel gy, hogy egységnyi tdvolsdigu pontok
kiilonbozd szintek legyenek.

4. Feladat. Az 1,2,...,n természetes szamokat gy akarjuk beosztani valahdny
osztalyba, hogy eqyik osztalyban se legyen eqyiitt eqy szam és a kétszerese. Legaldbb
hdny osztdlyra van sziikségiink?

5. Feladat. Allapitsuk meg az aldbbi dbrdn ldthato grdafok kromatikus szdimait:

G,

6. Feladat. Definidljuk a kivetkezd egyszert grdfot: A grdaf csicsai eqy sakktdbla
mezdi; két csucsot dsszekotink, ha az eqyik dltal reprezentalt mezdrdl eqy

a) huszdr b) kirdly c) bdstya

szabdlyos lépéssel a mdsik csucs dltal reprezentalt mezdre léphet. Az egyes esetekben
mi a kapott grdaf kromatikus szama?

7. Feladat. Az 1,2,...,n természetes szamokat gy akarjuk kiszinezni, hogy a
relativ primszamok kiilonbézd szint kapjanak. Legaldbb hdny szinre van sziikségiink?

8. Feladat. Legalabb hdny csoportba kell beosztanunk az elsd szdz pozitiv egész
szamot, ha azt akarjuk, hogy egyetlen csoportban se legyen két olyan szam, amelyek
eqyike tobbszorose a mdsiknak?

9. Feladat. Legaldbb hdny szin kell eqy végtelen négyzethdlds papir négyzeteinek
szinezéséhez, ha azt akarjuk, hogy
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a) semelyik két, egymdstdl 6 tdvolsdgra lévd négyzet ne legyen ugyanolyan szini?
(Két négyzet szomszédos, ha van kézés oldaluk; két négyzet kézti tdvolsdg az a
minimalis lépésszdm, amivel az eqyikrdl a mdsikra juthatunk, ha eqy lépéssel eqy
mezdrdl eqy tetszdleges szomszédos mezdre léphetink.)

b) egy ,L alak" dltal lefedett négy mezd szine kilonbozd legyen (egy L alak definicidja
a kovetkezd abrdrol leolvashatd).

10. Feladat. Egy egyenesen felvesziink 2" + 1 pontot. Az dltaluk meghatdrozott
(Qn; 1) szakasz mindegyikére mint atmérdre eqy kort rajzolunk. A korok mindegyikét
kifestyiik adott n szin valamelyikével. Bizonyitsuk be, hogy taldlhato két, egymdst
kiwiilrdl érintd kor, amelyek ugyanolyan sziniek.

Mi a helyzet, ha csupdn 2" darab pontbdl indulunk ki?

11. Feladat. Egy egyenesen felvesziink N pontot, és az dltaluk meghatdrozott (];[)
szakasz mindeqgyikére mint dtmérdre kort rajzolunk.

a) A korcket szeretnénk gy kiszinezni, hogy ne legyen két olyan azonos szind
kor, amelyek korlapja (a hatdrpontokat is beleértve) diszjunkt. Mi a szikséges
szinek minimdlis szama?

M a sziikséges szinek minimalis szama, ha a szinezésre tett feltételt a kovetkezdkkel

helyettesityiik:

b) Ne legyen két olyan azonos szind kor, hogy az egyik dltal meghatdrozott kérlap
része a masik korlapnak.

c) Ne legyen két olyan azonos szint, eqymdast érintd kor, amelyeknél az érintési
pont mindkét kornek az egyenesen lévd, legjobban balra esd pontja.

d) Ne legyen két azonos szinid metszd kor. (Két kor metszd, ha keriletiknek
pontosan két kozds pontja van.)

12. Feladat. Eqgy korin felvesziink N pontot, és behizzuk az dltaluk meghatdrozott
(g) zart szakaszt.

a) A szakaszokat kiszinezzik gy, hogy ne legyen két azonos szint metszd szakasz.
(Két szakasz metszi eqgymdst, ha van kozds belsd pontjuk.) Hatdrozzuk meg a
sziikséges szinek minimdlis szamdt.
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b) Mi lesz ez a szdm, ha a szinezésre azt kétjik ki, hogy ne legyen két azonos
szint kozos végponttal rendelkezd szakasz?

13. Feladat. (i) Bizonyitsuk be, ha eqy G grifban van k pont gy, hogy mindegyik
dssze van kotve a mdsikkal, akkor x(G) > k.

(i) Egy G grafban nincs k + 1 pont gy, hogy barmely kettd dssze van kitve.
Igaz-e, hogy a G grdf k szinnel jol szinezhetd?

(i1i) Egy G grafban nincs hdromszog (hdrom pont gy, hogy barmely kettd dssze
van kétve). Mit mondhatunk G kromatikus szamdrol?

14. Feladat. Egy G grdafban nincs két olyan e és f él, amelyek végpontjai eqy
négyelemd halmazt alkotnak, és ezen a halmazon belil csak az e és az f €l halad.

Tudjuk, hogy G-ben nincs k 4+ 1 pont, amelyek mindegyike dssze lenne kitve
egymdssal. Adjunk becslést G- kromatikus szamdra.

15. Feladat. Legyen 7 a grdf pontjainak egy sorbadllitisa. A pontokat ezen sorbadllitds
szerinti sorrendben kiszinezziik a pozitiv egész szamokkal. Az elsd pont az 1 szint
kapja. Az i-edik pont szine a széba jovd minimdlis szam (azaz az a minimdlis szam,
ami nem fordul eld a vizsgdlt csics mdr szinezett szomszédai szineként). Legyen
Xmoho,n(G) a G grdf szinezéséhez felhaszndlt szinek szama.

a) Bizonyitsuk be, hogy minden G grdf esetén van a grdf pontjainak olyan m
sorbadllitdsa, hogy

Xmoho’,w(G) = X<G>
b) Mit mondhatunk az eljardsrol, ha -t nem mi vdlasztjuk?

16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy n ponti G grif esetén pontjainak tetszdleges
m sorbadllitasdra
n+ x(G) J

Xmoho.n(G) < L 5

17. Feladat. Egy grdfban minden pont foka legfeljebb D. Bizonyitsuk be, hogy
X(G)<D+1

18. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat a grdfokat, amelyek minden pontjinak foka
legfeljebb 2, és nincs jo szinezése két szinnel.

19. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat a grafokat, amelyek minden pontjinak foka
legfeljebb 3, és nincs jo szinezése hdrom szinnel.

20. Feladat. A sikon véges sok eqységoldali négyzetet helyeziink el gy, hogy oldalaik

a koordindtatengelyekkel parhuzamosak. A sik barmely pontjdt legfeljebb két négyzetlap
fedi. Mutassuk meg, hogy a négyzetlapok beoszthatok legfeljebb hdrom csoportba gy,

hogy minden csoportban pdronként kozds pont nélkili négyzetlapok legyenek.

21. Feladat. Egy sakkedzésen minden jdatékos legfeljebb k pontot szerzett. (Dontetlenért
fél pont, gydzelemért eqy pont jar.) Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a) van olyan jdatékos, aki legfeljebb 2k mérkdzést jatszott,

b) a jatékosok elhelyezkedhetnek legfeljebb 2k + 1 teremben tgy, hogy az azonos
terembe kerild jatékosok nem jdatszottak eqymdssal.
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22. Feladat. Huzzunk a sikon néhdny egyenest. Bizonyitsuk be, hogy a keletkezd
metszéspontok kiszinezhetdk hdrom szinnel gy, hogy ha két pont eqy egyenesen van,
és nincs koztik mdsik metszéspont, akkor kiilonbozd szintek legyenek.

23. Feladat. Huzzunk a sikon néhdny egyenest. Bizonyitsuk be, hogy a keletkezd
tartomdnyok kiszinezhetdk két szinnel ugy, hogy a szomszédos tartomdnyok kiilonbozd
szintdek legyenek. (Két tartomdny szomszédos, ha van kézés hatdrolo szakaszuk.)

24. Feladat. A sikot néhdny kor tartomdnyokra osztja. Bizonyitsuk be, hogy a
tartomdnyok kiszinezhetdk két szinnel ugy, hogy a szomszédos tartomdnyok kiilonbozd
szintek legyenek.

25. Feladat. Egy orszagban kior alaki autdpdlydkat épitettek. Bizonyitsuk be,
hogy az autopdlydk keresztezddéseiben létesithetdk kétszintid keresztezddések gy, hogy
tetszdleges autopdalydn korbehaladva a felsd, illetve also szintek vdltakozzanak.

26. Feladat. Ha egy sikgraf minden foka pdros, akkor orszdgai kiszinezhetdk két
szinnel ugy, hogy barmely két szomszédos orszdag kilonbozd szind.

27. Feladat. Létezik-e olyan sikgrdf, amely minden csicsdnak foka pdros, tovdbbd
amelynek eqy dtszégtartomdnya van, €s az dsszes tobbi tartomdnya hdromszog?

28. Feladat. Adjunk meg olyan térképet, amelyben van négy olyan orszig, amelyek
kézil barmely kettd szomszédos.

29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy mincs olyan térkép, amelyben lenne ot olyan
orszdg, amelyek kézil barmely kettd szomszédos.

30. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerid sikgrdf kiszinezhetd jol hat
szinnel.

31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden egyszeri sikgrdf kiszinezhetd jol 6t szinnel.

32. Feladat. Hatdrozzuk meg, hogy a kévetkezd grifoknak az {1,2,...,k} szinekkel
hdanyféle jo szinezése lehetséges.

!

d) K,,
e) P,
f) Cy.
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