KOMBINATORIKA GYAKORLAT
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Sikgrafok

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2014.

1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy szépen sikra rajzolt G grdaf akkor és csak akkor
osszefiiggd, ha nem lehet olyan zdrt, onmagdt nem metszd gorbét rajzolni a sikon,
amely elkeriili az éleknek megfeleld gorbéket, és a gorbe dltal definidlt belsd és kiilsd
tartomany is tartalmaz G-beli csicsot.

2. Feladat. Egy grdf akkor és csak akkor sikgrdaf, ha komponensei sikgrdifok.

*

3. Feladat. Bizonyitsuk be, ha G sikra rajzolt dsszefiiggd grdaf, akkor az orszdgok
szama

[E(G)| = V(G)] +2.
4. Feladat. Bizonyitsuk be, ha a G grdf 6sszefiiggd, eqyszerd sikgraf, akkor
|E(G)| < 3|V(G)] - 6.
5. Feladat. Bizonyitsuk be, ha G dsszefiiggd, eqyszerd, pdros sikgraf, akkor
B(G)| < 2|V(G)| - 4.
6. Feladat. Az S,, K,,, P, C,, K,, ., grafok kéziil melyek sikgrdafok?
7. Feladat. Legyen G dsszefiiggd, eqyszerd sikgrif.
a) Bizonyitsuk be, hogy G-nek van legfeljebb otédfoki pontja.
b) Bizonyitsuk be, ha G pdros, akkor van legfeljebb harmadfoki pontja is.

C 1zonyrttsu e 0] -0en van e eqgrelre armaajoru pont va € orsza
) Bizonyitsuk be, hogy G-b gy legfeljebb h dfoki pont vagy egy ig,
amelyet harom él hatdrol.

8. Feladat. Bizonyitsuk be, ha eqy G grif pontszdma legaldbb 11, akkor vagy G,
vagy G komplementere nem sikgrdf. Adjunk meg 8 pontu G sikgrdfot gy, hogy
komplementere is sikgrdaf legyen.

9. Feladat. Bizonyitsuk be, ha a G egyszerd graf nem sikgrdf, akkor élgrifja sem
sikgrdaf. Igaz-e, ha G sikgrdf, akkor élgrifja is sikgraf?

*

10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy graf akkor és csak akkor rajzolhaté a sikra,
ha lerajzolhato a gombre.
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11. Feladat. Keressiik meg azokat az n szamokat, amelyekre létezik n korlap gy,
hogy a belsejiik diszjunkt és mindegyik korhoz pontosan hdrom olyan van, amely
érintt azt.

12. Feladat. A sikon egy konvex sokszdget és ennek eqy konvex sokszdgekre osztdsdt
térképnek nevezzik. Azt mondjuk, hogy eqy térkép realizdlhato, ha van olyan T
konvex test a térben, hogy T eqyik lapjdnak merdleges vetiilete a térkép kiindulo
sokszdge, és tovabbi lapjainak vetiiletei pedig a feloszto (kis) sokszdgek vagy a kitndulo
sokszog egy oldala (tehdat T-nek lehet figgdleges lapja").

a) Adjunk meg olyan térképet, amelynek felosztasdban csak haromszogek szerepelnek,
és nem realizdlhato.

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd feltételek barmelyikének teljesiilése esetén eqy térkép
biztosan realizdalhato.

b) A felbontdsban csak hegyesszdgi hdaromszigek szerepelnek.

c) A felbontds minden sokszdge olyan hirsokszog, amely kiré irt kérének kozéppontja
a sokszog belsejébe esik.

13. Feladat. Legyen G eqy eqyszeri sikgrdaf. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G lerajzolhato
a sikba gy, hogy éleit eqyenes szakaszok reprezentdljdk.

14. Feladat. Legyen B egy olyan véges ponthalmaz a sikon, amelynek pontjai
nem illeszkednek eqy egyenesre. B pontjai kozott olyan szakaszokat huzunk meg,
amelyek egymdst belsd pontban nem metszik, €s belsd pontként B-beli pontot nem
tartalmaznak.

a) Bizonyitsuk be, hogy taldlhatunk hdarom olyan pontot, amelyek dltal meghatdrozott
hdaromszog koré irt kor belseje nem tartalmaz B-beli pontot.

b) Ha a szakaszok hizdsdt addig folytatjuk, amig mdr tovdabbi szakasz hiuzdsa
nem lehetséges, akkor a szakaszok dltal meghatdrozott tartomdnyok mindeqgyike
eqy hdromszog lesz, kivéve a kiilsd, végtelen tartomdnyt. (Ezt a B halmaz
hdromszagelésének nevezziik.)

c) Bizonyitsuk be, hogy van olyan hdromszdgelése B-nek, hogy a benne szerepld
hdaromszogek mindegyikére a koré irt kor belseje nem tartalmaz B-beli pontot.
Hogyan lehet eqy ilyen hdaromsziogelést taldlni?

d) Ha B-nek nincs egy koron lévd négy pontja, akkor a fenti haromszdgelés egyértelmd.

15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy konvex poliéder élvdza dltal alkotott grdf
(azaz az a grdf, amelynek pontjai a poliéder csicsai, és élei a poliéder élei) sikgrdf.
Ezenkivil a grdaf eqyszeri grdf, minden pontjanak foka legaldbb hdarom és barmely két
pontjat elhagyva 6sszefiiggd marad.

16. Feladat. Alkalmazzuk konvex poliéderekre a 00 feladat eredményeit.

17. Feladat. Hanyféle tlapi konvex poliéder létezik?
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18. Feladat. Egy konvex poliéder felszine négyzetekre darabolhaté. Bizonyitsuk be,
hogy a poliéder csicsainak szama legfeljebb 8.

Eqgy konvex poliéder felszine szabdlyos haromszégekre darabolhato. Mit mondhatunk
a csucsok maximdlis szdmdrol?

19. Feladat. Van-e olyan konvex test, amelynek 1990 éle van, és nincs hdromszog
lapja?

20. Feladat. a) Eqgy 101 csicsi poliéder éleit megjeloltik a +1, illetve —1 szamokkal.
Mutassuk meg, hogy van a poliédernek olyan csicsa, amelynél az oda befuto élekre
irt szamok szorzata +1.

b) Bizonyitsuk be, hogy egy 100 csicsi konvex poliéder élei megszamozhatdk a +1
és —1 szamokkal gy, hogy minden egyes csiucsndl az oda befuto élekre irt szamok
szorzata —1.

Igaz-e, hogy barhogyan is frjuk egy 1989 csiicst konvex test cstcsaira a —1, +1
szamokat, lesz a testnek olyan cstcsa, amelynél az oda befuto élek masik végpontjahoz
irt szamok szorzata +17

21. Feladat. Egy konvex poliéder éleit ugy iranyitjuk, hogy minden csicsban legyen
odavezetd és onnan kiindulo €l is. Bizonyitsuk be, hogy a poliédernek van legaldbb
két lapja, amelyet az iranyitott élek mentén korbejdrhatunk gy, hogy minden élen
az irdnyitdsnak megfelelden haladunk.

22. Feladat. Egy P konvex poliéder minden csucsdba pdros sok €l fut be. Legyen S
eqy sik, amely nem halad dt P egyetlenegy csiucsin sem. Bizonyitsuk be, hogy S a
P poliédert eqy pdros oldalszami sokszdgben metszi.

23. Feladat. Egy konvex poliéder éleit két szinnel kiszinezzik. Bizonyitsuk be, hogy
lesz olyan lapja a poliédernek, amelynek minden éle ugyanolyan szinid, vagy pedig
két olyan twbdl dall, amelyek eqysziniek.

*
24. Feladat. Rajzoljuk le szépen K5-t és Ks3-t a toruszra és a projektiv sikra.

25. Feladat. Rajzoljuk le szépen Kr-et a toruszra.
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