KOMBINATORIKA GYAKORLAT
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Szita

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2015.

1. Bemelegits feladatok

1. Feladat. Egy osztdly 30 tanuldja kozil a matematikdt 12-en, a fizikdat 14-en, a
kémidt pedig 13-an szeretik. Ot tanuld a matematikdt és a fizikdt is, hét a fizikdt
€s a kémidt is, négy a matematikdt és a kémidt is szereti; hdrman vannak, akik
maindhdrom tdrgyat szeretik. Hdanyan vannak, akik nem szeretik eqyiket sem a hdrom
tdrgy kozil?

2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
|AUB| = |A| + |B| - |AN B|.

Adjunk hasonlo formulat
|[AUBUC|

elemszdmra.

3. Feladat. Legyen A, B,C C S. Adjunk formuldt az
IS\ (AUB)[,[S\ (AUBUC),

elemszamokra.

4. Feladat. Hdny olyan pdaratlan, 120-ndl nem nagyobb egész van, ami nem oszthatd
sem 3-mal, sem b-tel és sem T-tel.
Mi a fenti feladat koze a 120-ndl nem nagyobb primszdmok szimdhoz?

5. Feladat. Hdny természetes szdm megolddsa van az
T1+ 2o+ a3 =12
egyenletnek, ha x; < 5%

6. Feladat. Egy pékség hdarom fajta zsemélt drul: normdl, mdkosat és szezdm
magosat. Az egyes fajtdakbol rendre kilenc, hdrom és 6t darab van a boltban. 12
zsemlét rendelnek. Hanyféleképpen dllithatjdk 6ssze a rendelést?

7. Feladat. Egy vdlasztds eldtti kozvélemény kutatds bejelenti, hogy arra az eredményre
gutott, hogy az A, B illetve C pdrttal a megkérdezettek 65%, 57%, illetve 58%
elégedett. Tovdbba, 28% fogadja mind A-t, mind B-t, 30% fogadja el mind A-t,
mind C-t, mig 27% fagadja el B-t és C-t, Végil 12% mind hdrom pdrttal elégedett.
Mire gondolunk ezek utan?

Szita-1



8. Feladat. Egy szerencsejatékban otszor guritanak egy dobokockdt. A jdtékos
nyer, ha az utolsé dobds eredménye korabban mdr kijott. Mi a nyerés valdsziniisége?
Tobbféle érvelés is leheteséges, probdljuk a szita formuldat alkalmazni. A megolddsunk
helyességét kisérletezéssel is ellendrizziik.

9. Feladat. Hdny olyan legfeljebb 100 étéki természetese szam van, amely sem
5-tel, sem T-tel nem oszthato?

10. Feladat. Hdany olyan sorbadllitasa van az angol dbécé 26 betijének, mely eqymds
utani hdarom betiként a LOM, HOZ és ZAB szavak eqyikét sem tartalmazza?

11. Feladat. A 45 tagu ,Majmok Tudomdnyos Akadémidja” tlést tartott. Ezen az
tlésen harom kérdést tiztek napirendre, mely folott szavazdssal chajtottak dontens.
A kérdések a kovetkezdk voltak:

1. Okosabb-e a majom, mint az ember?

2. Szebb-e a majom, mint az ember?

3. Igaz-e, hogy az ember a majom dse?
A szavazds utdn kiderilt, hogy az

a) 1. és a 3. kérdésre egyardant 23-23 igen szavazat érkezett, mig a 2. kérdésre
csak 17.

b) Az 1. kérdésre igennel vdlaszolok kozil 13-an a 2. kérdésre, 12-en pedig a 3.
kérdésre nemmel feleltek.

c) Igent mondott a 2. és a 3. kérdésre hat ,akadémikus”, de kozilik ketten az
elsd kérdésre nemmel szavaztak.

Hdanyan szavaztak minden kérdésre nemmel?

2. A szita

12. Feladat (Szita formula). Legyenek az A; halmazok (i = 12,2,...,n) eqy S
alamphalmaz részhalmazai. Legyen

AI:miEIAia (Ig {1,2,...,%}), A@:S

Legyen
UJIZ|AI|7 <1§j§n>7 UOI‘S"

(=3

Bizonyitsuk be, hogy

IS\ (A U...UA,)| =S| = (|A1| + |[Ag| + - - - + |AL])+
+ (JAT N A+ AT N A3+ -+ A1 NA) — - -
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13. Feladat. Hdany olyan sorbadllitisa van az {1,2,...,n} halmaznak, amelyben
eqy i szamot sose kéveti i + 17
Hogyan vadltozik a vdlasz ha azt se engenjik meg, hogy n-et az 1 szdm kéovesse?

14. Feladat. A szita foemula haszndlatdval hatdrozzuk meg hanyféleképpen tltethetink
le n hdzaspdrt eqy kér alaki asztalhoz gy , hogy

(i) egyik hilgy sem il hdzdspdrja mellett?
(ii) egy holgy sem il egy masik hélggyel szemben?
15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a [m]-bdl [n]-be képzd sziirjektiv figguények szima
> ) - b
k=0

16. Feladat. Legyen n és k > { pozitiv egészek. Hany olyan egész megolddsa van
az
r1t+axo+...+x,=Fk

egyenletnek, amelyre 0 < x; < (¢

17. Feladat. Hdanyféleképpen dllithatunk ossze eqy nyakldncot k féle szinezett gyongybdl
(mindegqyikbdl sok van), ahol minden i-re az i-edik pozicidban dllo gyongy szinének
kiilonbozonek kell lenni a szomszédai szinétdl?

18. Feladat. Legyen G eqy tetszdleges egyszertd grdf. Szamoljuk meg hdnyféle jo
szinezése van k szinnel. Bizonyitsuk be, hogy a vdlasz eqy polinom-fiigguénye k-nak.

19. Feladat. Legyen m(x) az z-nél nem nagyobb primek szima, €s jelentse p1,pa, . .., Pm
a v/n-nél nem nagyobb primszdmokat. Bizonyitsuk be, hogy

W(n)—w(\/ﬁ):n—l—l—i(—l)k > Lﬁj

20. Feladat. Hdny olyan, n-nél nem nagyobb pozitiv egész szam wvan, amelynek
minden prim osztoja legaldbb kétjeqyi?

21. Feladat. Hanyféleképpen jelolhetiink ki egy konvex, n oldali sokszdg csicsai
kézil hdarmat gy, hogy ezek egyike se leqgyen szomszédos a mdsik kettd egyikével
sem?

22. Feladat. Hanyféleképpen tdincolhat n hdzaspdr gy, hogy senki sem tdncol a
sajdt hazastdrsdaval?

23. Feladat. Hdnyféleképpen iilhet le n hdzaspdr eqy kor alaki asztal mellé gy,
hogy férfiak és ndk felvdaltva iljenek, de senki se tiljon a hdzastdrsa mellett?

24. Feladat. Hatdrozzuk meg a
1
23
osszeg értékét, ahol az dsszegezés olyan k-ra torténik, amely nem oszthato sem 2-vel,
sem 3-mal, sem 5-tel.

Szita-3



25. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

zk:(—l)'” (k:)zn CJo, ha0<n<k
— ? B , han=k.
26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

(Z:D:i(—l)”’“@)(nJrk;i_l), 1< n,k.

i=1
27. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

zm:(—n’“(z) (m +§__: N 1) =0, 1< m,n.

k=0
28. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

mzs(—nk@) (ms_k)d:o, 1< sd<m.

k=0
*
29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
og— 01+ 09— =091 < |S\ (A U...UA,)| <0og—01+ 02—+ 0.
30. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
or < n_imarfl-
r

31. Feladat. Legyen Ty azoknak az elemeknek a halmaza S-b6l, amelyek pontosan
k darab A; halmaznak elemei. Bizonyitsuk be, hogy

T3] = ]z:(_l)w (1)o:

32. Feladat. Legyen T} azoknak az elemeknek halmaza S-bél, amelyek legfeljebb k
darab A; halmaznak elemei. Bizonyitsuk be, hogy

1 =a0t 3 107 o
j=k+1

33. Feladat. Legyen T}’ azoknak az elemeknek halmaza S-bdl, amelyeket legaldbb k
darab A; tartalmaz. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

n

1= S0 (1 o

=k
34. Feladat. Hdnyféleképpen tancolhat n hdzaspdr gy, hogy
(i) pontosan k férfi tancoljon a sajdt feleségével,
(ii) legfeljebb k férfi tancoljon a sajdat feleségével,
(i1i) legaldbb k férfi tancoljon a sajdt feleségével?

35. Feladat. Hanyféleképpen tehetiink be m urndba n tdargyat gy, hogy legfeljebb k
urna legyen tires?
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