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Egyszerii graf
Egyszerii graf.

Véges sok csucs (pont), és bizonyos csicsparokat éllel kdtiink Gssze.

Formalisan: A csticshalmaz egy tetszéleges V' véges halmaz, és az élek V' bizo-
nyos kételemii részhalmazai.

Kozépiskolaban altalaban ezt a struktarat értjilk grafon.



Altalanos graf

Altalanos graf.

Néha hasznos megengedni, hogy két pont koézott tobb él is haladhasson (par-
huzamos élek), illetve hogy egy élnek egybeeshessen a két végpontja (hurokél).
llyenkor altalanos grafrél beszéliink.

Mi a tovabbiakban grafon egyszerii grafot értiink (Id. el6z6 dia), de kiirjuk az
egyszerii jelz6t, ha lényeges a hurokél- és parhuzamos él mentesség.



Fokszam.

6

Egy csics fokszama a cstcsbdl indulé élek szama, ahol a hurokélek kétszer
szamitanak. (A fokszam a cstcsbél indulé élvégek szama.)

Egyszerii graf esetén a fokszam a szomszédok szama.



Fokszamtétel

Fokszamtétel. Tetsz6leges grafban a csiicsok fokszamainak Gsszege az élek
szamanak kétszeresével egyenld.

5

4 3
1+2+24+3+3+4+5=2-10
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ea. Fokszamtétel 4/21

Fokszamtétel. Tetsz6leges grafban a csiicsok fokszamainak Gsszege az élek
szamanak kétszeresével egyenld.

5

4 3
1+2+24+3+3+4+5=2-10

Bizonyitas. A fokszamdsszeg is, és az élszam kétszerese is a grafban talalhaté
élvégeket szamolja ossze. (A fokszamdsszeg csicsonként haladva szamol; az
élszamosszeg kétszerese pedig abbdl jon, hogy minden élnek két vége van.) O



Iranyitott graf

Iranyitott graf.

Minden élnek van egy iranya. (Minden él az egyik végpontjabél a masik felé
mutat.)



Fokszamok iranyitott grafokban

Iranyitott grafban egy cstcs kifoka a cstcsbél kiindul6 (kifelé mutatd) élek
szama; egy cslcs befoka pedig a csticsba befuté (befelé mutato) élek szama.

Példaul a fenti grafban a kékkel jeldlt csics befoka 3, a kifoka 1.



Fokszamok iranyitott grafokban

Iranyitott grafban egy cstcs kifoka a cstcsbél kiindul6 (kifelé mutatd) élek
szama; egy cslcs befoka pedig a csticsba befuté (befelé mutato) élek szama.

Példaul a fenti grafban a kékkel jeldlt csics befoka 3, a kifoka 1.

Tétel. Tetsz6leges iranyitott grafban a cstcsok kifokainak dsszege megegye-
zik a csucsok befokainak Gsszegével. Mindkét mennyiség az élek szamaval

egyenld.




Paros grafok

Paros grafok.
F

A

Egy graf paros, ha csicsai két osztalyba sorolhaték gy, hogy a graf minden
éle e két osztaly kozott halad (azaz az él egyik végpontja az egyik osztalyba, a
masik végpontja a masik osztalyba esik).
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ea. Paros grafok 7/21

Paros grafok.

A

Egy graf paros, ha csicsai két osztalyba sorolhaték gy, hogy a graf minden
éle e két osztaly kozott halad (azaz az él egyik végpontja az egyik osztalyba, a
masik végpontja a masik osztalyba esik).

Eszrevétel. Ha G egy tetsz6leges paros graf A és F' osztalyokkal, akkor az
A-beli csticsok fokszamainak dsszege megegyezik az F-beli csticsok fokszama-
inak Gsszegével. Es mindkét fokszamdsszeg a graf éleinek szamaval egyenls.




Teljes graf. Graf komplementere.

A teljes graf olyan egyszer(i graf, amelyben barmely két kiilonb6z6 csiics Gssze-
kotott.

Ky K K



Teljes graf. Graf komplementere.

A teljes graf olyan egyszer(i graf, amelyben barmely két kiilonb6z6 csiics Gssze-

kotott. j %
K4 K5 K6

A G egyszerii graf komplementere az a G-sal jeldlt egyszert graf, amelynek
csticshalmaza megegyezik GG csticshalmazaval, és két csiics pontosan akkor
osszekotott G-ben, ha azok nem dsszekotottek G-ben.

W W



Teljes graf. Graf komplementere.

A teljes graf olyan egyszer(i graf, amelyben barmely két kiilonb6z6 csiics Gssze-
kotott.

A G egyszerii graf komplementere az a G-sal jeldlt egyszerii graf, amelynek
csticshalmaza megegyezik GG csticshalmazaval, és két csiics pontosan akkor
Osszekotott G-ben, ha azok nem Gsszekotottek G-ben.

G G Ky

Tehat ha G egy n pontt graf, akkor G-t gy kapjuk, hogy az n ponti teljes
grafbol tordljik G éleit.



Osszefiigg6seg

Definicié. Egy graf dsszefiiggs, ha barmely csticsabdl barmely masikba el lehet
jutni a graf élein haladva.

Példa Gsszefiiggd grafra.



Osszefiigg6seg

Definicié. Egy graf dsszefiiggs, ha barmely csticsabdl barmely masikba el lehet
jutni a graf élein haladva.

Példa Gsszefiiggd grafra.

Konnyii meggondolni, hogy az Osszefiiggéség igazolasahoz elegendé azt ellen-
&rizni, hogy egy tetszéleges csuicsbdl el lehet jutni barmelyik masikba. (Miért?)



Osszefiigg6seg

Definicié. Egy graf dsszefiiggs, ha barmely csticsabdl barmely masikba el lehet
jutni a graf élein haladva.

Példa NEM Gosszefiiggo grafra.

Ez egy 9 csicsi graf.



Osszefiigg6seg

Definicié. Egy graf dsszefiiggs, ha barmely csticsabdl barmely masikba el lehet
jutni a graf élein haladva.

Példa NEM Gosszefiiggd grafra 2.

Ez egy 10 csucsa graf.



Osszefiiggtséeg

Definicié. Egy graf dsszefiiggs, ha barmely csticsabdl barmely masikba el lehet
jutni a graf élein haladva.

Példa NEM Gosszefiiggd grafra 2.

Ez egy 10 csucsa graf.



5. ea. Komponensek 10/21

Teétel + Definicié. Minden graf egyértelmiien el6all 6sszefliggs grafok cstcs-
diszjunkt uni6jaként.
A fenti tételben szerepld sszefiiggd grafokat hivjuk a graf komponenseinek.

Graf 2 komponenssel.
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ea. Komponensek 10/21

Teétel + Definicié. Minden graf egyértelmiien el6all 6sszefliggs grafok cstcs-
diszjunkt uni6jaként.
A fenti tételben szerepld sszefiiggd grafokat hivjuk a graf komponenseinek.

Graf 2 komponenssel.

Megjegyzés. A graf komponensei Osszefiiggék (definici6 szerint), és két kii-
|6nbdz6 komponens kdzott nem halad él.
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ea. Komponensek 10/21

Teétel + Definicié. Minden graf egyértelmiien el6all 6sszefliggs grafok cstcs-
diszjunkt uniéjaként.
A fenti tételben szerepld sszefiiggd grafokat hivjuk a graf komponenseinek.

Graf 2 komponenssel.

Megjegyzés. A graf komponensei dsszefiiggék (definicio szerint), és két kii-
|6nbdz8 komponens kdzott nem halad él.

Megjegyzés. Egy v csiics pontosan azon csiicsokkal van egy komponensben,
amelyek elérheték v-bél éleken haladva. Ezen komponens élei pedig az igy
megtalalt csicsok kdzott haladé G-beli élek (az Gsszes).



Komponensek

Teétel + Definicié. Minden graf egyértelmiien el6all 6sszefliggs grafok cstcs-
diszjunkt uni6jaként.
A fenti tételben szerepld sszefiiggd grafokat hivjuk a graf komponenseinek.

Graf 3 komponenssel.



5. ea. Komponensek 10/21

Teétel + Definicié. Minden graf egyértelmiien el6all 6sszefliggs grafok cstcs-
diszjunkt uni6jaként.
A fenti tételben szerepld sszefiiggd grafokat hivjuk a graf komponenseinek.

Graf 1 komponenssel.

Megjegyzés. G Osszefliggd <= G-nek 1 komponense van.



Séta, vonal, at, kor

Definicié. Egy G grafban (k hosszi) séta alatt egy

o, €1, V1, €2,V2,€3,V3,...,Vk—-1, €k, Uk
sorozatot értiink, ahol vy, ..., v csicsok GG-ben, az e; pedig olyan él G-ben,
amelynek két végpontja v;_1 és v;, mindeni=1,..., k-ra.

Azt mondjuk, hogy a séta zart, ha vg = vg. (Kilonben a séta nyilt.)



Séta, vonal, at, kor

Definicié. Egy G grafban (k hosszi) séta alatt egy

o, €1, V1, €2,V2,€3,V3,...,Vk—-1, €k, Uk
sorozatot értiink, ahol vy, ..., v csicsok GG-ben, az e; pedig olyan él G-ben,
amelynek két végpontja v;_1 és v;, mindeni=1,..., k-ra.

Azt mondjuk, hogy a séta zart, ha vg = vg. (Kilonben a séta nyilt.)

Definicié. A vonal élismétlés nélkili séta.



Séta, vonal, at, kor

Definicié. Egy G grafban (k hosszi) séta alatt egy

o, €1, V1, €2,V2,€3,V3,...,Vk—-1, €k, Uk
sorozatot értiink, ahol vy, ..., v csicsok GG-ben, az e; pedig olyan él G-ben,
amelynek két végpontja v;_1 és v;, mindeni=1,..., k-ra.

Azt mondjuk, hogy a séta zart, ha vg = vg. (Kilonben a séta nyilt.)
Definicio. A vonal élismétlés nélkiili séta.

Definicid. Az (t csticsismétlés nélkiili séta.



Séta, vonal, at, kor

Definicié. Egy G grafban (k hosszi) séta alatt egy

o, €1, V1, €2,V2,€3,V3,...,Vk—-1, €k, Uk
sorozatot értiink, ahol vy, ..., v csicsok GG-ben, az e; pedig olyan él G-ben,
amelynek két végpontja v;_1 és v;, mindeni=1,..., k-ra.

Azt mondjuk, hogy a séta zart, ha vg = vg. (Kilonben a séta nyilt.)
Definicié. A vonal élismétlés nélkiili séta.
Definicié. Az Gt csucsismétlés nélkiili séta.

Definicio. A kor egy olyan zart séta a grafban, amelyben a kezd6pont=végpont
egyenlGséget leszamitva nincs csicsismétlés, tovabba nincs élismétlés sem, va-
lamint legalabb 1 éle van.



Euler-vonal

Definicié. A G grafban a V séta Euler-vonal, G minden élén pontosan egyszer
athalad, tovabba meglatogatja GG dsszes csicsat.

A ,meglatogatja G Osszes cscsat’ egy technikai feltétel csupan; ez automati-
kusan kovetkezik az élekre vonatkozé feltételbél, ha nincs izolalt (0 fokd) cstcs

G-ben.



Euler-vonal

Definicié. A G grafban a V séta Euler-vonal, G minden élén pontosan egyszer
athalad, tovabba meglatogatja GG dsszes csicsat.

A ,meglatogatja G Osszes cscsat’ egy technikai feltétel csupan; ez automati-
kusan kovetkezik az élekre vonatkozé feltételbél, ha nincs izolalt (0 fokd) cstcs
G-ben.

Példa (nyilt Euler-vonal).



Euler-vonal

Definicié. A G grafban a V séta Euler-vonal, G minden élén pontosan egyszer
athalad, tovabba meglatogatja GG dsszes csicsat.

A ,meglatogatja G Osszes cscsat’ egy technikai feltétel csupan; ez automati-
kusan kovetkezik az élekre vonatkozé feltételbél, ha nincs izolalt (0 fokd) cstcs
G-ben.

Példa (zart Euler-vonal).
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Definicié. A G grafban a V séta Euler-vonal, G minden élén pontosan egyszer
athalad, tovabba meglatogatja G Gsszes cstcsat.

A ,meglatogatja G Gsszes csucsat” egy technikai feltétel csupan; ez automati-
kusan kovetkezik az élekre vonatkozé feltételbdl, ha nincs izolalt (0 fokd) cstcs
G-ben.

Euler-tétel.

a) Egy G grafban akkor és csak akkor van zart Euler-vonal, ha G &sszefiiggs,
és minden csicsanak foka paros.

b) Egy G grafban akkor és csak akkor van nyilt Euler-vonal, ha G Gsszefiiggs,
és pontosan két paratlan foka csiicsa van.

A két allitas egyiitt a kdvetkezét adja:
c) Egy G grafban akkor és csak akkor van Euler-vonal, ha G Gsszefiiggs, és
0 vagy 2 paratlan foki csiicsa van.




Hamilton-at, Hamilton-koér

Definicié. A G grafban egy Gt Hamilton-at, ha GG Gsszes csiicsat tartalmazza.
Definicié. A G grafban egy kor Hamilton-kor, ha G Gsszes csticsat tartalmazza.

Példa 1. (Hamilton-at)



Hamilton-at, Hamilton-kor
Definicié. A G grafban egy Gt Hamilton-at, ha GG Gsszes csiicsat tartalmazza.
Definicié. A G grafban egy kor Hamilton-kor, ha G Gsszes csticsat tartalmazza.

Példa 1. (Hamilton-at)

Példa 2. (Hamilton-kor)



Hamilton-at, Hamilton-koér

Definicié. A G grafban egy Gt Hamilton-at, ha GG Gsszes csiicsat tartalmazza.
Definicié. A G grafban egy kor Hamilton-kor, ha G Gsszes csticsat tartalmazza.

Példa 3. (Hamilton-kor)



Hamilton-at, Hamilton-koér

Definicié. A G grafban egy Gt Hamilton-at, ha GG Gsszes csiicsat tartalmazza.
Definicié. A G grafban egy kor Hamilton-kor, ha G dsszes csiicsat tartalmazza.

Példa 3. (Hamilton-kor)

Sajnos nem ismert hatékony algoritmus vagy tétel annak eldontésére, hogy egy
grafban van-e Hamilton-at / Hamilton-kér. (Az a sejtés, hogy ilyen nem is
letezik.)



Hamilton-at, Hamilton-koér

Definicié. A G grafban egy Gt Hamilton-at, ha GG Gsszes csiicsat tartalmazza.

Definicié. A G grafban egy kor Hamilton-kor, ha G dsszes csiicsat tartalmazza.

Dirac-tétel. Ha az n(> 3) pontd G egyszerii grafban minden pont foka
legalabb n/2, akkor G tartalmaz Hamilton-kort.




Hamilton-at, Hamilton-koér

Definicié. A G grafban egy Gt Hamilton-at, ha GG Gsszes csiicsat tartalmazza.

Definicié. A G grafban egy kor Hamilton-kor, ha G dsszes csiicsat tartalmazza.

Dirac-tétel. Ha az n(> 3) pontd G egyszerii grafban minden pont foka
legalabb n/2, akkor G tartalmaz Hamilton-kort.

Allitas.

a) Ha egy G grafbdl valamely k pont (és a rajuk illeszkedd élek) elhagyasa
utan olyan graf keletkezik, amelynek legalabb k& + 1 komponense van,
akkor G-ben nincs Hamilton-kor.

a) Ha egy G grafbdl valamely k pont (és a rajuk illeszkedd élek) elhagyasa
utan olyan graf keletkezik, amelynek legalabb k + 2 komponense van,
akkor G-ben nincs Hamilton-t.

Itt k tetszéleges lehet (akar 0 is). Az allitasok megforditasa nem igaz.




Fiiggetlen ponthalmazok, klikkek

A G egyszerii grafban az F' ponthalmaz fiiggetlen ponthalmaz, ha F' semelyik
két pontja kozott nem halad él G-ben.

A G egyszerii grafban a K ponthalmaz klikk, ha K barmely két pontja kézott
halad él G-ben.

G



Csiicsszinezések

A G graf j6 szinezésén a csicsoknak egy olyan szinezését értjiik, amelyre G
minden élének két végpontja kiilénbozs szint kapott.



Csiicsszinezések

A G graf j6 szinezésén a csicsoknak egy olyan szinezését értjiik, amelyre G
minden élének két végpontja kiilénbozs szint kapott.

Megjegyzés. Egyszerii grafoknak mindig van jé szinezése, példaul szinezhetjiik
az Osszes csucsot kiilonb6zs szindire.



5. ea. Csucsszinezések 15/21

A G graf j6 szinezésén a csicsoknak egy olyan szinezését értjiik, amelyre G
minden élének két végpontja kiilénbozs szint kapott.

Megjegyzés. Egyszerii grafoknak mindig van jé szinezése, példaul szinezhetjiik
az Osszes csucsot kiilonb6zs szindire.

Megjegyzés. A j6 szinezés tulajdonképpen a csicshalmaz osztalyozasa fiig-
getlen ponthalmazokra.



5. ea. Csucsszinezések 15/21

A G graf j6 szinezésén a csicsoknak egy olyan szinezését értjiik, amelyre G
minden élének két végpontja kiilénbozs szint kapott.

Megjegyzés. Egyszerii grafoknak mindig van jé szinezése, példaul szinezhetjiik
az Osszes csucsot kiilonb6zs szindire.

Megjegyzés. A j6 szinezés tulajdonképpen a csicshalmaz osztalyozasa fiig-
getlen ponthalmazokra.

Definicié. A G graf x(G) kromatikus szama az a legkisebb szinszam, ahany
szinnel j6l szinezheté G.



Csiicsszinezések

Megjegyzés. G jol szinezhetd 2 szinnel <= G paros graf.



Csiicsszinezések

Megjegyzés. G jol szinezhetd 2 szinnel <= G paros graf.

Tétel. A G graf pontosan akkor paros, ha G nem tartalmaz paratlan hosszi
kort.




Csiicsszinezések

Megjegyzés. G jol szinezhetd 2 szinnel <= G paros graf.

Tétel. A G graf pontosan akkor paros, ha G nem tartalmaz paratlan hosszi
kort.

Sajnos nem ismert hatékony algoritmus a kromatikus szam meghatarozasara,
s6t annak eldontésére sem, hogy 3 szinnel j6l szinezhet6-e egy graf. (Az a sejtés,
hogy ilyen nem is létezik.)



. ea. Csucsszinezések 15/21

Megjegyzés. G jol szinezhetd 2 szinnel <= G paros graf.

Tétel. A G graf pontosan akkor paros, ha G nem tartalmaz paratlan hosszi
kort.

Sajnos nem ismert hatékony algoritmus a kromatikus szam meghatarozasara,
s6t annak eldontésére sem, hogy 3 szinnel j6l szinezhet6-e egy graf. (Az a sejtés,
hogy ilyen nem is létezik.)

Allitas. Ha K egy klikk G-ben, akkor K csucsait kiilonb6zé szintiekre kell
szinezni G (minden) jé szinezésekor. Tehat

X(G) = w(G),
ahol w(G) jeldli a legnagyobb G-beli klikk pontszamat.




Sikgrafok

Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolHATO ugy a sikra, hogy az élgérbéknek
a végpontokon kiviil nincs kézds pontja.

Ebbe a definiciéba az is beleértendd, hogy az élgorbék nem onatmetszdk, és
egy élgorbe a végpontjain kiviil mas csticsponton nem halad at.



Sikgrafok

Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolHATO ugy a sikra, hogy az élgorbéknek
a végpontokon kiviil nincs kozos pontja.

Példa. A 4 ponti teljes graf sikgraf. Ezt példaul az abran lathat6é 2. és 3.
lerajzolas is bizonyitja:




Sikgrafok

Definicié. Egy graf sikgraf, ha lerajzolHATO ugy a sikra, hogy az élgorbéknek
a végpontokon kiviil nincs kozos pontja.

Példa. A 4 ponti teljes graf sikgraf. Ezt példaul az abran lathat6é 2. és 3.
lerajzolas is bizonyitja:

Egy masik példa sikgrafra.



A leghiresebb grafelmélet probléma

| 1

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,6sszefliggbk” (azaz egy orszag barmely
pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba hataratlépés nélkiil). Két or-
szagot szomszédosnak neveziink, ha van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik to-
vabba, hogy nincs dnmagaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon
beliil egy ,felesleges” hatar?)

Poland

g




A leghiresebb grafelmélet probléma

| 1

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,6sszefliggbk” (azaz egy orszag barmely
pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba hataratlépés nélkiil). Két or-
szagot szomszédosnak neveziink, ha van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik to-
vabba, hogy nincs dnmagaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon
beliil egy ,felesleges” hatar?)

A feltételekrdl:

1. Az abran lathaté haromszog és 6tszog alaka orszagok nem szomszédosak,
mert nincs kdz6s (pozitiv hosszisagl) hatarszakaszuk; egy kozds pont nem
hatarszakasz.



A leghiresebb grafelmélet probléma

| 1

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,6sszefliggbk” (azaz egy orszag barmely
pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba hataratlépés nélkiil). Két or-
szagot szomszédosnak neveziink, ha van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik to-
vabba, hogy nincs dnmagaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon
beliil egy ,felesleges” hatar?)

A feltételekrdl:
2. Ezen az abran egy 6nmagéaval szomszédos orszag lathaté (ami tiltott), sziir-
kével jeldlve:



A leghiresebb grafelmélet probléma

Adott egy térkép, amelynek orszagai ,0sszefliggék” (azaz egy orszag barmely
pontjabdl el lehet jutni barmely masik pontjaba hataratlépés nélkiil). Két or-
szagot szomszédosnak neveziink, ha van kozos hatarszakaszuk. Feltessziik to-
vabba, hogy nincs dnmagaval szomszédos orszag. (Miért is lenne egy orszagon
beliil egy ,felesleges” hatar?)

Térképszinezési probléema (1852). Igaz-e, hogy a fenti feltéteteleket tel-
jesitd térkép orszagait mindig ki lehet szinezni (legfeljebb) 4 szin felhaszna-
lasaval agy, hogy a szomszédos orszagok kiilonb6z6 szint kapjanak?
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Térképszinezési probléema (1852). Igaz-e, hogy a fenti feltéteteleket tel-
jesitd térkép orszagait mindig ki lehet szinezni (legfeljebb) 4 szin felhaszna-
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A matematikusok azt sejtették, hogy a térképszinezési problémara igen a vélasz. Ennek
bizonyitasara tobb mint 100 évet kellett varni.




A leghiresebb grafelmélet probléma

Térképszinezési probléema (1852). Igaz-e, hogy a fenti feltéteteleket tel-
jesitd térkép orszagait mindig ki lehet szinezni (legfeljebb) 4 szin felhaszna-
lasaval agy, hogy a szomszédos orszagok kiilonb6z6 szint kapjanak?

Ez a probléma megfogalmazhaté a grafelmélet nyelvén. Tekintsiik azt a G
grafot, amelynek csiicsai az adott orszagok, és két csics (orszag) pontosan
akkor Gsszekotott, ha szomszédosak a térképen, és annyi éllel, ahany kdzos
hatarszakaszuk van. A térképszinezési probléma azt kérdezi, hogy igaz-e, hogy
X(G) < 4.




A leghiresebb grafelmélet probléma

Térképszinezési probléema (1852). Igaz-e, hogy a fenti feltéteteleket tel-
jesits térkép orszagait mindig ki lehet szinezni (legfeljebb) 4 szin felhaszna-
lasaval agy, hogy a szomszédos orszagok kiilonb6z6 szint kapjanak?




Négyszin-tétel

Az igy megkonstrualt G graf sikgraf!

Indoklas: Minden orszag belsejében vegyiink fel egy ,févarost” (pontot), ezek lesznek a csi-
csok lerajzolasai. Minden hatarszakaszon ,nyissunk egy hataratkel6t”, és a févarosbél csil-
lagszeriien, atmetszés nélkiil vezessenek ,autépalyak” a hataratkelskhéz!. Igy a szomszédos
orszagok autépalyai a hataratkel6knél élgorbékké olvadnak Gssze, ezek épp az élek lerajzola-
sai lesznek. Az autépalyakat Ggy épitettiik, hogy nem jon létre élmetszés, ezzel G-t szépen
rajzoltuk le. (Megjegyezziik, hogy G-ben nincs hurokél, mert egy hatarszakasz két oldalan
két kiildnb6z6 orszag fekszik a feltételeink szerint.)

f Ismét a szemléletiinkre hagyatkozunk: Nem bizonyitjuk precizen, hogy ez a csillagszerii
Gthalézat mindig megvaldsithaté Osszefliggd orszagokban; de igaz.
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Négyszin-tétel

Az igy megkonstrualt G graf sikgraf!

Indoklas: Minden orszag belsejében vegyiink fel egy ,févarost” (pontot), ezek lesznek a csi-
csok lerajzolasai. Minden hatarszakaszon ,nyissunk egy hataratkel6t”, és a févarosbdl csil-
lagszeriien, atmetszés nélkiil vezessenek ,autépalyak” a hataratkelskhéz!. Igy a szomszédos
orszagok autépalyai a hataratkelSknél élgorbékké olvadnak Gssze, ezek épp az élek lerajzola-
sai lesznek. Az autépalyakat Ggy épitettiik, hogy nem jon létre élmetszés, ezzel G-t szépen
rajzoltuk le. (Megjegyezziik, hogy G-ben nincs hurokél, mert egy hatarszakasz két oldalan
két kiildnb6z6 orszag fekszik a feltételeink szerint.)

A térképszinezési problémara tehat igenl6 valaszt ad a kovetkezé mély tétel
(belathatd, hogy valéjaban ekvivalens vele):

Négyszin-tétel. Minden hurokélmentes sikgraf cstcsai j6l szinezheték 4 szin-
nel. Masszéval, ha G hurokélmentes sikgraf, akkor x(G) < 4.




A G egyszerii grafban egy M élhalmazt parositasnak neveziink, ha semelyik
két M-beli élnek nincs kozos végpontja. Ekkor M végpontjaira azt mondjuk,
hogy ezek az M altal parositott pontok.



5. ea. Parositasok 19/21

A G egyszerii grafban egy M élhalmazt parositasnak neveziink, ha semelyik
két M-beli élnek nincs kozos végpontja. Ekkor M végpontjaira azt mondjuk,
hogy ezek az M altal parositott pontok.

A G graf egy parositasa teljes, ha G Gsszes pontjat parositja. (A bal oldali
abran lathaté parositas nem teljes, a jobb oldali dbran lathaté parositas teljes.)



Ramsey-elmélet

Kozépiskolas feladat. Bizonyitsuk be, hogy hat ember kézétt mindig van
harom, akik paronként ismerik egymast vagy paronként nem ismerik egymast.
(Az ismeretségek kdlcsondsek.)
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Kozépiskolas feladat. Bizonyitsuk be, hogy hat ember kézétt mindig van
harom, akik paronként ismerik egymast vagy paronként nem ismerik egymast.
(Az ismeretségek kdlcsondsek.)

Kozépiskolas feladat’. Bizonyitsuk be, hogy a 6 ponti teljes graf Gsszes
piros-kék élszinezésében megjelenik olyan haromszdg, amelynek mindegyik
éle ugyanolyan szinii.
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Ramsey-tétel. A 4% ponta teljes graf dsszes piros-kék élszinezésében talal-
hat6 k olyan pont, hogy a kdztiik halad6 élek mind ugyanolyan sziniiek.
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Kozépiskolas feladat. Bizonyitsuk be, hogy hat ember kézétt mindig van
harom, akik paronként ismerik egymast vagy paronként nem ismerik egymast.
(Az ismeretségek kdlcsondsek.)

Kozépiskolas feladat’. Bizonyitsuk be, hogy a 6 ponti teljes graf Gsszes
piros-kék élszinezésében megjelenik olyan haromszdg, amelynek mindegyik
éle ugyanolyan szind.

Ramsey-tétel. A 4% ponta teljes graf dsszes piros-kék élszinezésében talal-
hat6 k olyan pont, hogy a kdztiik halad6 élek mind ugyanolyan sziniiek.

k . .
Erdés Pal tétele. A |v/2 | ponti teljes grafnak van olyan piros-kék élszi-
nezése, amelyben nem talalhaté & ilyen pont (k > 3 esetén).




THE END

Koszonom a figyelmet!
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