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Rekurziéval definialt sorozatok

Definicié. Minden n € N-re adott egy
an = KIF,(ap,a1,...,an-1)
alaka feltétel, ahol KIF, egy olyan  kifejezés” (R™ — R fgv.), amely az
ap, ay, . .., an—1 értékekbdl kiszamol egy szamot. (,Egy elem definicidjanal hi-
vatkozhatunk korabbi sorozatelemekre.”)
Péeldak ilyen feltételekre:
a100:a3+a%+~-~+a39.
a48 = 3a15a92040 — \/§a47 + 13.
a7 = 100.
a, = ,,az n-edik tizedesjegye sin a,_1-nek” (han >1).



Rekurziéval definialt sorozatok

Definicié. Minden n € N-re adott egy

an = KIF,(ap,a1,...,an-1)
alaka feltétel, ahol KIF, egy olyan , kifejezés” (R™ — R fgv.), amely az
ap, ay, . ..,an—1 értékekbdl kiszamol egy szamot. (,Egy elem definicidjanal hi-
vatkozhatunk korabbi sorozatelemekre.")
Példak ilyen feltételekre:
a100:a3+a%+~--+a39.
ass = 3aisazaa — V2as7 + 13.
a7 = 100.
a, = ,az n-edik tizedesjegye sin a,_1-nek” (han >1).
(Egy ilyen feltételrendszert rekurziénak neveziink.) Kénnyd latni, hogy ponto-
san egy (an)22, sorozat teljesiti az Osszes feltételt: Az ag, ay,az, ... sorozat-
elemeket egyértelmiien meghatarozzak a hozzajuk tartozé feltételek, ha ebben
a sorrendben haladva ,olvassuk el 8ket".



Rekurziéval definialt sorozatok

Definicié. Minden n € N-re adott egy
an = KIF,(ap,a1,...,an-1)

alaka feltétel, ahol KIF, egy olyan  kifejezés” (R™ — R fgv.), amely az
ap, ay, . .., an—1 értékekbdl kiszamol egy szamot. (,Egy elem definicidjanal hi-
vatkozhatunk korabbi sorozatelemekre.”)

(Egy ilyen feltételrendszert rekurziénak neveziink.) Kénnyd latni, hogy ponto-
san egy (an)o2 sorozat teljesiti az Osszes feltételt: Az ag, a1, as, ... sorozat-
elemeket egyértelmiien meghatarozzak a hozzajuk tartozé feltételek, ha ebben
a sorrendben haladva ,olvassuk el 8ket”.

Példaul legyen a feltételrendszer a kdvetkezé:
apg = 1;
an=ad+a}+-+a2_, han>1

Vilagos, hogy ezt egyetlen sorozat elégiti ki: 1,1,2,6,42, 1806, . ..



Rekurziéval definialt sorozatok

Definicié. Minden n € N-re adott egy
an = KIF,(ap,a1,...,an-1)

alaka feltétel, ahol KIF, egy olyan  kifejezés” (R™ — R fgv.), amely az
ap, ay, . .., an—1 értékekbdl kiszamol egy szamot. (,Egy elem definicidjanal hi-
vatkozhatunk korabbi sorozatelemekre.”)

(Egy ilyen feltételrendszert rekurziénak neveziink.) Kénnyd latni, hogy ponto-
san egy (an)o2 sorozat teljesiti az Osszes feltételt: Az ag, a1, as, ... sorozat-
elemeket egyértelmiien meghatarozzak a hozzajuk tartozé feltételek, ha ebben
a sorrendben haladva ,olvassuk el 8ket”.

Az igy kapott (ay),-, sorozatot a fenti rekurziéval definialt sorozatnak szokas
nevezni.



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicid. Az
=1

=1

Fo=F,1+F,—2, han>2
rekurziéval definialt (F3,)22, sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik, az F),
szamot pedig az n-edik Fibonacci-szamnak.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. Az

=1

Fi=1

Fo,=F, 1+ F,—2, han>2
rekurziéval definialt (F},)7°, sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik, az F,
szamot pedig az n-edik Fibonacci-szamnak.

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, . ..

Megjegyzés. Az

Fy=0

=1

Fp=Fy 1+ F, 9 han>2
definicié is gyakori: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ... De e két definicié kozott
csupan indexelésbeli kiilonbség van (a két sorozat egymas eltoltja): F,, = Fj11.



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A

Co =1,
n—1

Cn = Z CrCp1-k, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.

1,1,2,5, 14,42, 132,429, 1430, 4862, . . .



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A

Co =1,
n—1

Cn = Z CrCp1-k, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.
1,1,2,5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, . ..
Co=1



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A

Co =1,
n—1

Cn = Z CrCp1-k, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.
1,1,2,5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Cop=1
C1=CpCph=1



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A

Co =1,
n—1

Cn = Z CrCp1-k, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.
1,1,2,5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, . ..
Co=1

Ci=CyCy=1
Cy=CyC1 +C1CH=2



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A
Co = 1;
n—1
Co=) CiCnig, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.
1,1,2,5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Co=1

C1=CyCh=1

Cy=CyC1 +C1CH=2

C3 = CpCy + C1C1 + C2Ch =5



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A
Co = 1;
n—1
Co=) CiCnig, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.
1,1,2,5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Co=1

Ci=CyCy=1

Cy=CyC1 +C1CH=2

C3 = CpCy + C1C1 + C2Ch =5

Cy = CoC3+ C1Cy + CoC + C3CH = 14



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A
Co = 1;
n—1
Cn = Z CrCp1-k, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.
1,1,2,5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Co=1

Ci=CyCy=1

Cy=CyC1 +C1CH=2

C3 = CpCy + C1C1 + C2Ch =5

Cy = CoC3+ C1Cy + CoC + C3CH = 14

Cs5 = CoCy + C1C5 + CoCy + C3C1 + C4Cy = 42



Két hires, rekurziéval definialt sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Cn = Z CrCp1-k, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevezziik.
1,1,2,5, 14, 42,132, 429, 1430, 4862, . . .
Megjegyzés. Az érdemi rekurziv feltétel

Co= Y GCCj
i+j=n—1

alakban is irhaté.



Rekurziék a kombinatorikaban

Ha egy Osszeszamlalasi probléma visszavezethets ugyanezen probléma | kisebb
méret’ (paraméterii) valtozatainak megoldasara, akkor ez a visszavezetés egy
rekurziv Osszefiiggést ad a kiilonb6z6 méretekhez tartozé valaszok kozott.



Rekurziék a kombinatorikaban

Ha egy Osszeszamlalasi probléma visszavezethets ugyanezen probléma | kisebb
méret’ (paraméterii) valtozatainak megoldasara, akkor ez a visszavezetés egy
rekurziv Osszefiiggést ad a kiilonb6z6 méretekhez tartozé valaszok kozott.

1. példa: Ha s, jeldli az {1,2,...,n} halmaz sorbaallitasainak szamat, akkor
Sp =nsp—1 (han > 2). (Az 'n’ elem helyének megvalasztasa utan a probléma
,kisebb méret(i" valtozatat kell megoldani: hogy az {1,2,...,n—1} halmaznak

hany sorbaallitasa van.) Ez a rekurziv Gsszefiiggés (plusz s1 = 1) az s, = n!
sorozatot definialja.



Rekurziék a kombinatorikaban

Ha egy Osszeszamlalasi probléma visszavezethets ugyanezen probléma | kisebb
méret’ (paraméterii) valtozatainak megoldasara, akkor ez a visszavezetés egy
rekurziv Osszefiiggést ad a kiilonb6z6 méretekhez tartozé valaszok kozott.

1. példa: Ha s, jeldli az {1,2,...,n} halmaz sorbaallitasainak szamat, akkor
Sp =nsp—1 (han > 2). (Az 'n’ elem helyének megvalasztasa utan a probléma
,kisebb méret(i" valtozatat kell megoldani: hogy az {1,2,...,n—1} halmaznak

hany sorbaallitasa van.) Ez a rekurziv Gsszefiiggés (plusz s1 = 1) az s, = n!
sorozatot definialja.

Megjegyzés. Tobb paraméter esetén az ilyen visszavezetések tobbparaméteres
rekurzidkhoz vezetnek (nem nehéz kitalalni, h. ez mit jelent, csak azt kell tisz-
tazni, hogy mit értiink korabbi elemeken): Lasd pl. rekurzi6 az (Z) binomialis
egyiitthatokra.



2. példa

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es téglalapot 1x1-es
négyzetekkel és 1x2-es dominékkal?

Példaul n = 5 esetén 8 ilyen parkettazas van:



4.

ea. 2. példa 4/9

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es téglalapot 1x1-es
négyzetekkel és 1x2-es dominékkal?

Példaul n = 5 esetén 8 ilyen parkettazas van:

I Y N I O

(I 1 C 1T 17 C 11T 71 1T
Megoldas. Ha a téglalapunk bal szélére egy 1x1-es négyzetet tesziink, akkor
utana még egy 1x(n — 1)-es téglalapot kell leparkettazni a feladatbeli parket-

takkal. Ha pedig a téglalapunk bal szélére egy 1x2-es dominét tesziink, akkor
utdna még egy 1x(n — 2)-es téglalapot kell leparkettazni:

vagy 1x (n—2)



4. ea. 2. példa 4/9

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es téglalapot 1x1-es
négyzetekkel és 1x2-es dominékkal?

Példaul n = 5 esetén 8 ilyen parkettazas van:

I Y N I O

(I 1 C 1T 17 C 11T 71 1T
Megoldas. Ha a téglalapunk bal szélére egy 1x1-es négyzetet tesziink, akkor
utana még egy 1x(n — 1)-es téglalapot kell leparkettazni a feladatbeli parket-

takkal. Ha pedig a téglalapunk bal szélére egy 1x2-es dominét tesziink, akkor
utdna még egy 1x(n — 2)-es téglalapot kell leparkettazni:

vagy 1x (n—2)

Tehat ha tudjuk, hogy az 1x(n — 1)-es és 1x(n — 2)-es téglalapokat hanyféle-
képpen lehet leparkettazni, akkor egyszerii megvalaszolni a kérdést az 1xn-es
téglalapra is.



4.

ea. 2. példa 4/9

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es téglalapot 1x1-es
négyzetekkel és 1x2-es dominékkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor

(%) ap = ap-1 + ap—2 (ha n > 2),
mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama, amelyek 1x1-es

parkettaval kezd&dnek; a,,_o pedig azon parkettazasok szama, amelyek 1x2-es
parkettaval kezdédnek:

1x(n—1) + 1x(n—2)
—_—

—_———
ay—1 lehet8ség

Ay —2 lehet8ség



4. ea. 2. példa 4/9

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es téglalapot 1x1-es
négyzetekkel és 1x2-es dominékkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor
(*) p = Gp—1 + anp—2 (ha n > 2),

mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama, amelyek 1x1-es

parkettaval kezd&dnek; a,,_o pedig azon parkettazasok szama, amelyek 1x2-es
parkettaval kezdédnek:

1x(n—1) + 1x(n—2)
S — —_———
ay—1 lehet8ség Ay —2 lehet8ség

Mivel agp = 1, a1 = 1, ezért az (ay),., sorozat a Fibonacci-sorozat (hiszen

eleget tesz a Fibonacci-sorozatot definialé (x) rekurziénak és a kezdéfeltételek-
nek is).



4. ea. 2. példa 4/9

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es téglalapot 1x1-es
négyzetekkel és 1x2-es dominékkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor
(*) p = Gp—1 + anp—2 (ha n > 2),

mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama, amelyek 1x1-es

parkettaval kezd&dnek; a,,_o pedig azon parkettazasok szama, amelyek 1x2-es
parkettaval kezdédnek:

1x(n—1) + 1x(n—2)
S — —_———
ay—1 lehet8ség Ay —2 lehet8ség

Mivel agp = 1, a1 = 1, ezért az (ay),., sorozat a Fibonacci-sorozat (hiszen
eleget tesz a Fibonacci-sorozatot definialé (x) rekurziénak és a kezdéfeltételek-
nek is). ag jelentése nem teljesen vilagos. De ahhoz, hogy ay értékét helyesen
adja meg a fenti gondolatmenet (as = 2), az ap-t 1-nek KELL tekinteni.



4. ea. 2. példa 4/9

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es téglalapot 1x1-es
négyzetekkel és 1x2-es dominékkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor
(*) p = Gp—1 + anp—2 (ha n > 2),

mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama, amelyek 1x1-es

parkettaval kezd&dnek; a,,_o pedig azon parkettazasok szama, amelyek 1x2-es
parkettaval kezdédnek:

1x(n—1) + 1x(n—2)
S — —_———
ay—1 lehet8ség Ay —2 lehet8ség

Mivel agp = 1, a1 = 1, ezért az (ay),., sorozat a Fibonacci-sorozat (hiszen
eleget tesz a Fibonacci-sorozatot definialé (x) rekurziénak és a kezdéfeltételek-

nek is). Tehat F),-féleképpen lehet leparkettazni az 1xn-es téglalapot, ahol F},
az n-edik Fibonacci-szam. O



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

Tétel. Az F,, Fibonacci-szam az 1xn-es téglalap 1x1-es és 1x2-es parket-
takkal torténd parkettazasait szamolja meg.




A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

Tétel. Az F,, Fibonacci-szam az 1xn-es téglalap 1x1-es és 1x2-es parket-
takkal torténd parkettazasait szamolja meg.

Egy szép alkalmazas.

56 70 56 28 1
36 84 126 126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

Tétel. Az F,, Fibonacci-szam az 1xn-es téglalap 1x1-es és 1x2-es parket-
takkal torténd parkettazasait szamolja meg.

2,
S{GORS

k=0

Egy szép alkalmazas.

Bizonyitas. Mindkét oldal az 1xn-es téglalap (tételbeli) parkettazasait sza-
molja meg. A bal oldal az 1x2-es parkettak szama szerint osztalyoz: (”;k) azon
parkettazasok szama, amelyekben & darab 1x2-es parketta van (és n — 2k da-

rab 1x1-es). O



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a (0,0) pont-

bél az (n,n) pontba (egységhosszti) — és 1 lépésekkel gy, hogy soha nem
megyiink az y = = egyenes folé?

Példaul n = 4 esetén 14 ilyen Gt van:

A A A A
A 2
A A



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a (0,0) pont-
bél az (n,n) pontba (egységhosszti) — és 1 lépésekkel gy, hogy soha nem
megyiink az y = = egyenes folé?
Megoldas. A vélasz a C’nNCalg;can—szém lesz. Ehhez azt kell belatnunk, hogy ha
valaszt C), jeldli, akkor a (Cy,),,_ sorozat teljesiti a Catalan-szamok rekurzigjat:
n—1
Co =1, én = Zékénflfk, han > 1.
k=0



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a (0,0) pont-
bél az (n,n) pontba (egységhosszti) — és 1 lépésekkel gy, hogy soha nem
megyiink az y = = egyenes folé?
Megoldas. A vélasz a C’nNCalg;can—szém lesz. Ehhez azt kell belatnunk, hogy ha
valaszt C), jeldli, akkor a (Cy,),,_ sorozat teljesiti a Catalan-szamok rekurzigjat:
n—1
Co =1, én = Zékénflfk, han > 1.
k=0
A Cy = 1 nyilvanval6, mert n = 0 esetén a kezdépont megegyezik a végcéllal,
igy egyetlen ,eljutasi lehetség’ van: ha nem lépiink egyet sem. v/



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a (0,0) pont-
bél az (n,n) pontba (egységhosszti) — és 1 lépésekkel gy, hogy soha nem
megyiink az y = = egyenes folé?
Megoldas. A vélasz a C’nNCalggcan—szém lesz. Ehhez azt kell belatnunk, hogy ha
valaszt C), jeldli, akkor a (Cy,),,_ sorozat teljesiti a Catalan-szamok rekurzigjat:
n—1
Co =1, én = Zékénflfk, han > 1.
k=0




3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a (0,0) pont-
bél az (n,n) pontba (egységhosszti) — és 1 lépésekkel gy, hogy soha nem
megyiink az y = = egyenes folé?

Megoldas. A vélasz a C’nNCalggcan—szém lesz. Ehhez azt kell belatnunk, hogy ha
valaszt C), jeldli, akkor a (Cy,),,_ sorozat teljesiti a Catalan-szamok rekurzigjat:
n—1
Co=1; én = Zékénflfk, han > 1.
k=0
Legyen n > 1.

(n,n) ~

Ckén,l,k azokat az utakat szamolja meg, amelyek a
(k,k) pontban lépnek utoljara az atléra a végpont el6tt
(k=0,1,...,n—1):




3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a (0,0) pont-
bél az (n,n) pontba (egységhosszti) — és 1 lépésekkel gy, hogy soha nem
megyiink az y = = egyenes folé?

Megoldas. A vélasz a C’nNCalg;can—szém lesz. Ehhez azt kell belatnunk, hogy ha
valaszt C), jeldli, akkor a (Cy,),,_ sorozat teljesiti a Catalan-szamok rekurzigjat:
n—1
Co=1; én = Zékénflfk, han > 1.
k=0
Legyen n > 1.

(n,n) ~

Ckén,l,k azokat az utakat szamolja meg, amelyek a
N (k,k) pontban lépnek utoljara az atléra a végpont el6tt
e (k=0,1,...,n—1):

A (0,0)~(k, k) szakaszra C}, lehetség van;

az abran pirossal jelolt két |épés fix;

a (k+1, k)~ (n,n—1) szakaszra C,,_;_} leh. van.




A Catalan-szamok kombinatorikus definiciéi és zart alakja

Megismételjiik a 3. példa megoldasakor kapott eredményt:

Tétel. A €, Catalan-szam megszamolja azokat a — és 1 lépésekbdl allo
(0,0) ~» (n,n) utakat, amelyek soha nem lépnek az y = x egyenes folé.
(Ezeket az utakat Dyck-utaknak nevezziik.)




A Catalan-szamok kombinatorikus definiciéi és zart alakja

Tétel. A €, Catalan-szam megszamolja azokat a — és 1 lépésekbdl allo
(0,0) ~ (n,n) utakat, amelyek soha nem lépnek az y = x egyenes folé.
(Ezeket az utakat Dyck-utaknak nevezziik.)

Richard Stanley tobb mint 200 tovabbi kombinatorikus leirast gy(jtott dssze,
ezekbél ismertetiink néhanyat (bizonyitas nélkiil):

1. Egy konvex (n+2)-széget C),-féleképpen lehet egymast nem metszé atlokkal
haromszdgekre bontani.

o RO

0 - NS
N OD W



A Catalan-szamok kombinatorikus definiciéi és zart alakja

Tétel. A €, Catalan-szam megszamolja azokat a — és 1 lépésekbdl allo
(0,0) ~ (n,n) utakat, amelyek soha nem lépnek az y = x egyenes folé.
(Ezeket az utakat Dyck-utaknak nevezziik.)

Richard Stanley tobb mint 200 tovabbi kombinatorikus leirast gy(jtott dssze,
ezekbél ismertetiink néhanyat (bizonyitas nélkiil):

1. Egy konvex (n+2)-széget C),-féleképpen lehet egymast nem metszé atlokkal
haromszdgekre bontani.

2. Egy (n + 1)-tényez6s szorzatot C),-féleképpen lehet zardjelezni.

Példaul n = 3 esetén az abed szorzatnak C's = 5 zar6jelezése van:
((ab)e)d, (a(be))d, (ab)(cd), a((be)d), a(b(cd)).



A Catalan-szamok kombinatorikus definiciéi és zart alakja

Tétel. A €, Catalan-szam megszamolja azokat a — és 1 lépésekbdl allo
(0,0) ~ (n,n) utakat, amelyek soha nem lépnek az y = x egyenes folé.
(Ezeket az utakat Dyck-utaknak nevezziik.)

Richard Stanley tobb mint 200 tovabbi kombinatorikus leirast gy(jtott dssze,
ezekbél ismertetiink néhanyat (bizonyitas nélkiil):

1. Egy konvex (n+2)-széget C),-féleképpen lehet egymast nem metszé atlokkal
haromszdgekre bontani.
2. Egy (n + 1)-tényez6s szorzatot C),-féleképpen lehet zardjelezni.
3.* Az {1,...,n} halmaznak C}, darab olyan sorbaallitasa van, amelyben nincs
3 hosszli monoton ndvekvs részsorozat.
Példaul n = 4 esetén Cy = 14 ilyen sorbaallitas van:

1432, 2143, 2413, 2431, 3142, 3214, 3241,

3412, 3421, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321.



A Catalan-szamok kombinatorikus definiciéi és zart alakja

Tétel. A €, Catalan-szam megszamolja azokat a — és 1 lépésekbdl allo
(0,0) ~ (n,n) utakat, amelyek soha nem lépnek az y = x egyenes folé.
(Ezeket az utakat Dyck-utaknak nevezziik.)

Richard Stanley tobb mint 200 tovabbi kombinatorikus leirast gy(jtott dssze,
ezekbél ismertetiink néhanyat (bizonyitas nélkiil):

1. Egy konvex (n+2)-széget C),-féleképpen lehet egymast nem metszé atlokkal
haromszdgekre bontani.

2. Egy (n + 1)-tényez6s szorzatot C,-féleképpen lehet zardjelezni.

3.* Az {1,...,n} halmaznak C}, darab olyan sorbaéllitasa van, amelyben nincs
3 hossz(i monoton névekvé részsorozat.

Tétel. (A Catalan-szamok zart alakja.)

o - 1 (2n\ _ (2n)!
"Tn+1\n/) aln+1)




Definicié. d-edrendii linearis rekurzién egy
ap = ClGp—1 + C2ap—2 + -+ Cg_1an_q+1 + C4an_q, han>d (%)
alakd rekurziét értiink, ahol ¢, ..., cq € R rogzitett szamok, és ¢4 # 0.



Linearis rekurziék

Definicié. d-edrendii linearis rekurzién egy

ap = ClGp—1 + C2ap—2 + -+ Cg_1an_q+1 + C4an_q, han>d (%)

alakd rekurziét értiink, ahol ¢, ..., cq € R rogzitett szamok, és ¢4 # 0.
Megjegyzés. Konnyli meggondolni, hogy tetszéleges rg,...,rq—1 € R sza-
mokra (,kezd8értékekre"), az ag=rg, a1 =r1, ..., ag_1 =rq_1 kezddfeltéte-
lekkel egyiitt pontosan egy megoldasa van (x)-nak, vagyis a

( ap =10

aly =1T1
ad—1 = Td—1
[ an =C1ap—1 +C2ap—2+ -+ Ci1ap_q11 + Cqapn—q, han>d

rekurziénak.
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Definicié. d-edrendii linearis rekurzién egy
ap = ClGp—1 + C2ap—2 + -+ Cg_1an_q+1 + C4an_q, han>d (%)
alakd rekurziét értiink, ahol ¢, ..., cq € R rogzitett szamok, és ¢4 # 0.

Példa. Fibonacci-sorozat. (Masodrendii linearis rekurziéval van definialva.)



Definicié. d-edrendii linearis rekurzién egy
ap = ClGp—1 + C2ap—2 + -+ Cg_1an_q+1 + C4an_q, han>d (%)
alakd rekurziét értiink, ahol ¢, ..., cq € R rogzitett szamok, és ¢4 # 0.

Példa. Fibonacci-sorozat. (Masodrendii linearis rekurziéval van definialva.)

Példa (egy harmadrendii linearis rekurzig).

ag = 17
al] = 14
az = 110

ap, = 2051 + Say_9 — 6an_3, han > 3.



THE END

Koszonom a figyelmet!
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