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A megszamolandé objektumokat ugyanis belerakhatjuk egy halmazba. Példaul
a fenti feladatban az 5-tel oszthaté hétjegyii palindrom szamok halmazanak
elemszamat kell meghatarozni.



(0SS LELESIEIET Y

Mikor adunk 6ssze?
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Mikor adunk 6ssze? Amikor osztalyozunk (= csoportositunk).

IHI=\A1|+|Azl+|A3I+|A4!=3+2+5+1:11.



1. ea. Osszeadasi alapelv

Mikor adunk 6ssze? Amikor osztalyozunk (= csoportositunk).

!HII\A1|+|A2|+|A3I+|A4!:3+2+5+1:11.

Osszeadasi alapelv. Ha a H véges halmaz elemeit osztalyozzuk az
A1, As, ... AL, CH

halmazokba (tehat H minden eleme pontosan egy A; halmazban szerepel),
akkor

|H| = |A1]| + |A2| + -+ + |Ag|.
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Szorzasi alapelv

Mikor szorzunk? 1. Egyrészt akkor, amikor tobb egyforma méretii osztalyt is
kialakitunk, és az 6sszeadasi alapelv alkalmazasakor ezen osztalyok elemszama-
nak Osszege szorzassal adédik. (Altalanos iskola: A szorzas ismételt 6sszeadas.)

|H|=3+3+3+3=4-3.
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Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle

szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség

van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”
Majd ebbél arra a kdvetkeztetiink, hogy ,Ez 6sszesen 3 -5 = 15 lehetéség.”
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Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle
szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség
van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”

Majd ebbél arra a kdvetkeztetiink, hogy ,Ez 6sszesen 3 -5 = 15 lehetéség.”

Szorzasi alapelv. Tetszéleges Ay, ..., Aj véges halmazokra
|A1 X Ag X + -+ X Ag| = |A1| - |Ag| - ... - | Ak

Emlékeztetd. Az A) x Ay x -+ x Ay azon k-asok (= k hossz( sorozatok)
halmazat jeldli, amelyek elsé eleme A1-bél, masodik eleme As-bél, ..., k-adik
eleme Ap-bdl keriil ki. Formalisan,

A1><A2><--~><Ak:{(a1,a2,...,ak):a1EA1, as € Ag, ..., akEAk}.
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Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle
szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség
van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”

Majd ebbél arra a kdvetkeztetiink, hogy ,Ez 6sszesen 3 -5 = 15 lehetéség.”

Szorzasi alapelv. Tetszéleges Ay, ..., Aj véges halmazokra
|A1 X Ag X + -+ X Ag| = |A1| - |Ag| - ... - | Ak

A fenti példaban ha A; jeldli az ,egyik valami’-re vonatkozé valasztasi lehets-
ségek halmazat, As jeldli a ,masik valami”-re vonatkozé valasztasi lehetéségek
halmazat, akkor az Aj x Ay halmaz elemeire (a rendezett parokra) tekinthetiink
agy, hogy egy rendezett par a két valasztas eredménye egyiitt.



Didaktikai kitérd

Egy Osszeszamlalasi feladat megoldasaban az a nehéz (nem mechanikus) rész,
hogy megtalaljuk, hogy hogyan kell az sszeszamolandé dolgokat Ggy oszta-
lyozni, hogy az osztalyok elemszamat mar kénnyen meg tudjuk hatarozni (pél-
daul a szorzasi alapelvvel, vagy a ,kombinacick képletével” stb.).
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laltuk a természetes osztalyozast.
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Kérdezziik meg, hogy meg tudja-e indokolni, hogy valéban megadta az Gsszeset.
(Ha meg tudja, akkor j6 eséllyel félig mar meg is oldotta a feladatot.)
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Sokszor nem kozvetleniil az objektumokat szamoljuk meg, hanem ,elkédoljuk”
ket valahogy, és a kédokat szamoljuk ssze. (Errél lesz sz6 a kdvetkezé dian.)



Bijekcids alapelv

Definicié. A ¢: A — B leképezés bijekcié (vagy parbaallité leképezés), ha
e injektiv, azaz kiilonbozé A-beli elemek képe kiilonbozé (tehat a1 # ag

esetén ¢(ay) # ¢(a2)), ES

e sziirjektiv, azaz minden B-beli elem el6all képként (tehat tetszéleges b € B
elemhez talalhaté olyan a € A elem, amelyre ¢(a) = b).
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Kombinatorikusabb (ekvivalens) definicié. A ¢: A — B leképezés bijekcio,
ha minden B-beli elemnek pontosan egy 6se van A-ban.



Bijekcids alapelv

Definicié. A ¢: A — B leképezés bijekcié (vagy parbaallité leképezés), ha
e injektiv, azaz kiilonbozé A-beli elemek képe kiilonbozé (tehat a1 # ag

esetén ¢(a1) # ¢(as)), ES
e sziirjektiv, azaz minden B-beli elem el6all képként (tehat tetszéleges b € B
elemhez talalhaté olyan a € A elem, amelyre ¢(a) = b).

Bijekcids alapelv. Ha A, B véges halmazok kozott létezik A — B bijekcid,
akkor a két halmaznak ugyanannyi eleme van.

Ekkor A elemszamanak meghatarozasahoz elég B elemszamat meghatarozni.
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rél be tudjuk latni, hogy mindkét mennyiség az erre adott valasz.



Kettds leszamlalas

Kettds leszamlalas. Ha egy 6sszeszamlalasi problémat kétféleképpen is meg-
oldunk (helyesen), akkor a két valasz egyenlé.

Ez teljesen nyilvanval6. Mégis, néha két mennyiség egyenléségét a legegysze-
riibb Ggy bizonyitani, hogy talalunk egy olyan dsszeszamlalasi problémat, amely-
rél be tudjuk latni, hogy mindkét mennyiség az erre adott valasz.

Példa.

Zk'n— =2

mert mindkét oldal {1,2... n} reszhalmazalt szamolja meg. Pusztan algebrai
eszkozokkel még az sem vilagos elsé latasra, hogy a bal oldal egész szam.
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Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Bizonyitas. (Indirekt.) Ha minden skatulyaba legfeljebb 1 targy keriilne, ak-

kor a skatulyakban Gsszesen legfeljebb 1 + 1+ --- 4+ 1 = m targy lenne, ami
m-szer

ellentmondas, mert m + 1 targyat osztottunk szét. O

Csak arrél van sz6, hogy ha s;-vel jeldljik az i-edik skatulyaba keriilé targyak

szamat, akkor

s1<1,5<1, ...,8, <1 = s1+s9+--+sn <1+1+---4+1=m.

m-szer
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a) Lesz olyan skatulya, amelybe legalabb n/m (tehat legalabb [n/m]) targy
kerdil.

b) Lesz olyan skatulya, amelybe legfeljebb n/m (tehat legfeljebb |n/m])
targy kerdl.




1. ea. Skatulyaelv 7/8

Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Bizonyitas. (Indirekt.) Ha minden skatulyaba legfeljebb 1 targy keriilne, ak-
kor a skatulyakban Gsszesen legfeljebb 1 + 1+ --- 4+ 1 = m targy lenne, ami
—_—

m-szer
ellentmondas, mert m + 1 targyat osztottunk szét. O
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Bizonyitas. Hasonléan. OJ



THE END

Koszonom a figyelmet!
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