feszitéfa

Def: Egy G graf bizonyos éleibdl és csticsaibol allo (rész)graf feszitéfa, ha a G Gsszes csiicsat tartalmazza.

All: Minden 6sszefiiggs grafnak van feszitGfaja.

K&v: Minden n pontu sszefiiggs grafnak legalabb n-1 éle van. (Mar a feszit6fanak van ennyi.)

All: Ha egy n pontt grafnak legalabb n éle van, akkor a grafban van kor.

1.7 Az abran lathato karikak egy telken 1évo gyiimélcsfékat jelolik.

Az A-val jelolt fan egy cinke, a B-vel jelolt fan egy rigé iil. Mindkét madar az egyik farol csak
a legkozelebbi ENy-i, EK-i, DNy-i vagy DK-i iranyban 1év§ fak egyikére repiil. Lehetséges-e,
hogy valamikor mindketté ugyanazon a fan il?

Sakktablaszertien szinezve a csticsokat latszik, hogy az A-val jelolt madar mindig kék,

a B-vel jelolt madar mindig fehér fan lesz, igy nem lehetnek ugyanazon a fan soha.

10. Tgazoljuk, hogy ha egy (legalabb 2 ponti) teljes graf éleit pirosra és kékre szinezziik,
akkor kialakul olyan feszitéfa, melynek minden éle ugyanolyan szind.
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6. Egy 2022 pontu faban minden cstics foka 1 vagy 3. Hany levele van a fanak?

TrrirTTr T

Tudjuk: 2021 éle van a fanak.
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16.+ Egy kozépkori orszagban 1000 varos van, és bizonyos varosok kozvetlen folduttal vannak
osszekotve (csak varosokban van utkeresztezédés). Ezen az uthalozaton barmelyik varosbol
barmelyik mésikba el lehet jutni. Az uralkodé szeretne bizonyos foldutakat lekbveztetni gy,
hogy minden varosbol paratlan sok kovestit induljon ki. Mutassuk meg, hogy ez megtehetd.

Elég 1000 pontua fakra igazolni, mert tekinthetjiik az uthalozat feszitéfajat mindig.
Paros pontszamu fakra indukcioval igazolhato. \,/
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17.+ Egy nxn-es tablazat minden mezGjében egy-egy betii van. A tablazat barmely két
sora kiilonb6zs. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatnak van olyan oszlopa, amelyet elhagyva a

megmarado tabldzatnak sincs két egyezé sora.
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Indirekt bizonyitunk: Tfh. barhogy hagyunk el egy oszlopot, lesz két egyforma sor.
Ezt szemléltetjiik egngréffal. Minden sorra felvesziink egy csticsot, és minden oszlopra felvesziink
egy élt, amely azt a két sort koti Gssze, amely az oszlop elhagyéasa utéan egyforma lesz. (Ha t6bb

ilyen sor is van, akkor 2-t tekintiink csak.)

1. észrevétel: Ez egy egyszerii graf lesz, ebben a segédgrafban két cstics kozott max 1 él lesz.
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Ekkor a két sor eredetileg is megegyezett

volnal!

G egy n pontu graf, amelynek n éle van. Ha egy n ponta grafnak legaldbb n éle van, akkor tartalmaz
kort. => G-ben van kor. C

Nem nehéz latni, hogy a C csiicsainak megfelels sorok az eredeti grafban megegyeztek.
Ami ellentmondas, készen vagyunk.

Tekintsiink két tetsz6leges sort, amelyek C-beli csticsoknak felelnek meg, és ennek a két sornak
tekintsiik a t-edik elemeit. Azt kell belatni, hogy ezek az elemek egyenlSk.
Nézziik C-nek azt az ivét, amelyiken nincs t-nek megfelels él. (Ilyen iv van.)

1. Az abran l;’l‘that( karikik egy telken lévé gyiimolesfakat jelolik.

dar a téle északi, déli, keleti vagy nyugati iranyban &all6 legkozelebbi fak egyikére rep
Lehetséges-e, hogy valamikor mindketten ugyanazon a fan iilnek?

Ismét sakktablaszertien szinezve a fakat latjuk, hogy Kezdetben kiilonb6zé szinti fan vannak,

és minden idGegységben szint valtanak a madarak/igy mindrg il O[Zl? szind fan maradnak.
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Az n-dimenziés kockagraf paros: A paros bitosszegii csticsokat pirosra, a paratlan bitosszegi
cstucsokat kékre szinezve egy jo szinezést kapunk.

4. A sik pontjait kiszinezziik harom szinnel. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges szinezés esetén
lesz két pont, amelyek tavolsaga egységnyi, és amelyek azonos szintiek.

2 szin esetén:
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Indirekt tfth gy van szinezve a sik 3 szinnel, hogy nem jon létre... /D Oud\ Q[\/'

Ha 3 szinem van, akkor minden egység oldalt szabalyos haromszog csticsait 3 kiilonboz6 szinnel kell

szinezni.

Az A és B cstucsok szine ugyanaz kell legyen!
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Hadwiger-Nelson probléma
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3. A sikon adott 2021 pont, amelyeket kiszineziink piros, fekete ’sééld szinekkel (milndegyik

szint felhasznéljuk). A kiilonb6z6 szinti pontparok/ némelyikét psszekotjiik egy szakasszal ugy,
hogy minden pontbdl ugyanannyi szakasz induljon ki. Bizonyitsuk be, hogy van olyan piros

pont, amely fekete és z0ld ponttal is 6ssze van kotve.

(hlouw Ca & }%é/&

Egy krumplin beliil nincs él.
Minden pontbdl ugyanannyi él indul ki.

Indirekt tfh, hogy minden piros pont vagy csak fekete pontokkal, vagy csak zold pontokkal van
Osszekotve.

Ha csak 2 krumpli lenne, akkor nem allhatna fenn ez.

Nincs olyan paros graf, amelynek 2021 csiicsa van,

l ¢s minden cstics foka ugyanaz a d 31 szam.
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Ez egy paros graf, egyik osztaly az A-val jelolt krumplik uni6ja, a masik osztély a B-vel jelolt krumplik
uniéja. Es lattuk, hogy olyan paratlan (2021) pontszami paros graf nem létezik, amelyben minden
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cstucs foka ugyanaz a nemnulla d szam.

1. A 8x8-as sakktablan minél tobb kisnégyzet-atlot szeretnénk behtuzni gy, hogy semelyik
kettének ne legyen kozos pontja (kézos végpont se). Legfeljebb hany atlo hizhato be?
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Szinezziik az abran lathaté modon a kisnégyzetek cstcsait. Igy 36 z6ld, 45 piros cstcsot kapunk.
Minden kisatlo 1 piros és 1 zold pontot foglal el (kiilonb6zs atlok esetén ezek kiilonb6z6 pontok),
ezért nem lehet 36-nél tobb atlot lerakni. QED.

Megjegyzés: Azt sem hasznaltuk, hogy az X alakn

metszések is tiltottak; akkor sem lehetne tobbet lerakni, ha azokat megengedjiik.



2. Ketten a kovetkezs jatékot jatsszak: Az 1. jatékos a sakktabla valamelyik mezére leteszi
a kiralyt, majd a kovetkezd jatékossal folytatva felvaltva 1épnek a kirallyal gy, hogy nem
szabad olyan mezdre 1épni, ahol a kirdly mar jart. Az veszit, aki nem tud lépni. Melyik
jatékosnak van nyerd stratégiaja? /

rurzan Y

A 2. jatékosnak van nyerd stratégiaja.

Parkettézzuk 2x1-es dominokkal a tablat az abran lathatdé modon. A 2. jatékos mindig lépjen
az 1. jatékos altal megkezdett dominé méasik mez6jére. Igy amikor az 1. jatékos jon, akkor
mindig valahany dominé teljesen el van foglalva, a tobbi érintetlen, és kénytelen egy érintetlen
dominé egyik mezGjére 1épni. A 2. jatékos tudja folytatni a stratégiajat, és ezzel az el6bb leirt
allapotba kényszeriteni az 1. jatékost. Ezzel a 2. jatékos biztosan nem fog elakadni, a megkezdett

dominé mésik mez§jére mindig tud lépni.

3. Két jatékos egy adott G egyszerd graf csiicsain lépked egy babuval. Mindig az aktualis
cstucs valamelyik szomszédjara léphet 1épni, de tilos olyan cstcsra lépni, ahol kordbban mar
jart a babu. A jaték kezdGlépése az, hogy az els6 jatékos egy tetszéleges csiicsra leteszi a
babut, majd a méasodik jatékos kovetkezik, és a fenti szabaly szerint felvaltva lépnek. Az
veszit, aki nem tud lépni. Jellemezziik azokat a grafokat (grafelméleti modon), amelyeknél a
mésodik jatékosnak van nyerd stratégiaja.

Ha van teljes parositas G-ben (vagyis olyan parositas,
amely G minden pontjat parositja), akkor az el6z8
feladat analogiajara nyer a 2. jatékos. (A péarositasbeli
élek jatsszak a domindk szerepét.)




Ha nincs teljes parositas G-ben, akkor az 1. jatékos
nyer. Tekintsiink egy legnagyobb (lehet& legtobb élt
tartalmazo) parositast G-ben; ez nem teljes.

Legyen H a péarositatlan pontok halmaza.

Az 1. jatékos tegye a babut valamelyik H-beli csticsba.
A 2. jatékos kénytelen parositott pontra lépni (kiillonben
lenne olyan él G-ben, amit hozzaadhatnank M-hez tgy,

hogy parositas maradjon).
o\epa . Az 1. jatékos léphet a pont M-beli parjara.

A 2. jatékos most sem tud "kilépni" H-beli csticsba.
Ugyanis, ha pl. a "nem lehetséges" él létezne, akkor

s Lt

w\\(,LQr(;A Sadd
e Y

Ezen a 3 élbdl 4llo utan megceserélve a piros-fekete éleket,
egy nagyobb parositést kapnank.

N\

A 2. jatékos kényetelen mindig Gj domin6t megkezdeni, amikor 1ép. Ugyanis ha ki tudna 1épni H-ba,
akkor egy fekete-piros-fekete-piros-...-piros-fekete utat irna le a babu utja egy H-beli pontbol indulva,
egy masik H-beli pontba végzédve. Ekkor fekete - piros éleket megcserélve egy M-nél (1 éllel) nagyobb
parositast kapnank, ami ellentmond M maximalitadsanak.

Az 1. jatékos mindig tud a megkezdett par parjara lépni, a 2. jatékos mindig kénytelen 4j part
megkezdeni. Csak a 2. jatékos akadhat el, az 1. jatékos gy&z.



=> Kirélyos feladat 7x7-es téblara:
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-~ Leparkettazzuk 1 mez6 kivételével a tablat (ez megtehetd).
laz igy kapott parositas maximalis méret lesz|.

Az 1. jatékos a kimaradt a mezdre teszi a babut, a 2. jatékos

i — kénytelen elkezdeni egy dominoét, és innentdl az 1. jatékos

mindig tud a domino masik mezgjére lépni. (Az most nyilvan-

0 vald, hogy a 2. jatékosnak muszaj j domin6ét megkezdeni,
j amikor 6 jon.)

8. Igaz-e, hogy hat irraciondlis szdm k6zott mindig van harom olyan, hogy barmely kettd
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