12. Egy partin 6t hazaspar vett részt. A parti elején elején latszolag véletlenszertien néha-

nyan kézfogassal idvozolték egyméast (senki nem fogott kezet a hazastarsaval). Az@gyik Ter]

kivancsi lett, és mindenkitsl megtudakolta a kézfogasai szamat (a feleségétdl is). Meglepet-

ten vette tudomasul, hogy kilenc kiilonb6z6 valaszt kapott. Hany emberrel fogott kezet a

felesége?
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Mindenkinél a kézfogasok szama egy 0 és 8 kozotti szam.

9 embertdl csak ugy kaphatunk 9 kiilonb6z6 valaszt a

a {0,1,...,8} halmazbol, ha a valaszok éppen 0,1,2,....8 szamok
(mindegyik egyszer) valamilyen sorrendben.

F-nek a fokszama nem lehet 8, mert akkor minden A-F-en
kiviili emberrel Gssze lenne kotve, és igy nem jelenne meg ott
0 fokszam. Tehat a 8-as fokszam A-F-en kiviil megjelenik
valahol, és az is vildgos, hogy az 6 hazastarsa 0 foku.

F fokszama nem lehet 7 sem, mert akkor 6ssze lenne kotve
az Osszes kékkel jelolt cstucesal (a 0 fokaval és a sajat hazas-
tarsaval nem lehet); és ekkor nem lenne a kékek kozott 1
foka cstics. => A T7-es fokszam is megjelenik A-F-en kiviil.
A 7 foku cstcs 6ssze van kotve mindenkivel, kivéve a 0 foku-
val és a hazastarsaval, igy a 9 ember kozott csak a felesége
lehet az 1 fok.

Es igy tovabb, F foka nem lehet 6, mert akkor az A-F paron kiviili csticsokon minden fokszam legalabb

3 lenne.

Hasonléan a negyedik A-F-en kiviili par fokszamai 3 és 5 lesznek. Igy F-nek a fokszama a hidnyzo 4-es.
(De valojaban a kézfogéasok teljes rendszerét megkaptuk, és latjuk, hogy A-nak és F-nek is 4 a foka.)

Tehat a valasz: 4.

1. Egy 8 {6s tarsasagban mindenki felirta, hogy hény baratja van a tarsasigban. (A barat-
sagok kolcsonosek.) A kovetkezd szamokat kaptuk: 3,3,3,3,4,4,4,5. Mutassuk meg, hogy

legalabb egy ember téves szamot irt.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden tarsasigban azoknak a szama, akik paratlan sok embert
ismernek, paros szam. (Az ismeretségek kolesonosek.)

3. Bizonyitsuk be, hogy minden legalabb két f6bal allo tarsasigban taldlhato két olyan ember,

akinek ugyanannyi ismerdse van.

1. A tarsasag, illetve a tagok kozotti baratsagok egy graffal szemléltethetSk. A megadott szamok
a fokszamok. De ez nem lehetséges, mert a fokszamosszeg minden grafban paros, ez pedig itt

nem teljesiil.

2. Fokszamosszeg paros <=> Paros sok paratlan fokszam van.

3.

Legyen n a csiicsok szama, n>=2.

Minden csticsnak a fokszama egy 0 és n-1 kozotti szam.
o INDIREKT tfth kiilonboz6ek a fokszamok. Ez azt jelenti, hogy n db kiilonb6z6
fokszamunk van a {0,1,...,n-1} halmazbol. Mivel ez egy n elemii halmaz, ezért

ez csak ugy lehet, ha a fokszdmaink éppen a 0,1,...,n-1 szamok (mindegyik

egyszer).



De ez nem lehetséges, mert a 0 fokt cstics nincs senkivel 0sszekotve, az n-1 foktval sem,
de az n-1 foku 0ssze van kétve mindenkivel, a 0 fokival is. Ez az ellentmondés bizonyitja

7 az allitast.
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5. Egy kocka éleit tetszdleges médon megszamoztuk az 1-t6l 12-ig terjed6 egész szamokkal.
Ezek utan a kocka mindegyik cstcsahoz felirtuk azt a szamot, amelyik egyenls a belGle
kiindulé élekhez irt szamok Gsszegével.

a) Bizonyitsuk be, hogy ezek az 6sszegek nem lehetnek mind egyenlSk.

&‘L+£&@
INDIREKT tfh. minden csticsnal ugyanaz az S
ly Osszeg adodik.
c Ha minden csticsra felirjuk a 3 tagn

Osszeget, és ezeket az Osszegeket Osszeadjuk, akkor
mindegyik élre irt szdmot kétszer vettiik bele a

végss Osszegbe (a két végpontjahoz tartozd Gsszegnél).
Igy ha az éleken az 1,...,12 szamok vannak szétosztva,
akkor az Osszegre 2*(1+2+...4+12) = 12*13 adodik.

Masrészt ez az 6sszeg 8S, mert minden csticsnal S a haromtagna Gsszeg.
Azaz 12*13 = 8S, de ez nem lehetséges, mert a 12*13 nem oszthato 8-cal.

b) Vajon e%yenk’ik lehetwek-e valamennyien abban az esetben, ha az egyik élhez irt szamot
13-ra valtoztatjuk?  —

Az elc’i@ondolatmenet évelése alapjan a szamok osszege * 2 -nek 8-cal oszthatonak kell lennie.

Ez teljesiil példaul, ha a 11-et 13-ra cseréljiik, azaz a
szamaink az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13.
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6. Egy kormérkézéses sakktornan 10 résztvevs van. 11 partit méar lejatszottak. Bizonyitsuk
be, hogy van olyan versenyzs, aki mar legalabb 3 partit jatszott.

INDIREKT tfh minden fokszam legfeljebb 2.

Ekkor a fokszamosszeg legfeljebb 2-+2+...+2 = 2*¥10 = 20.

Fokszamtétel szerint az élszam = fokszamosszeg/2 ¢ 10.
A S

A

De ez ellentmondés, mert az élszam 11.

9. Egy 9 tagu tarsasagban mindenki pontosan 6t masik embernek atad 100 Ft-ot. Bizonyitsuk
be, hogy az ajandékozasok utan van két olyan ember, akinek ugyanannyi forinttal valtozott
a pénze (a valtozas elGjelét is figyelembe véve).

Az ajandékozast egy iranyitott graffal lehet modellezni.
@ Tudjuk, hogy minden cstics kifoka 5.
v =5 Az "iranyitott grafok fokszamtétele" szerint a kifokok dsszege (9*5)

egyenld a befokok 6sszegével. Tehét a befokok Osszege = 45.

2 Azt kell belatnunk, hogy lesz két olyan csiics, melyeknek megegyezik
a befoka. Minden befok egy 0 és 8 kozotti szam. Ha 9 kiilonb6z6

> s befok lenne, akkor a befokok éppen a 0,...,8 szdmok lennének.

De 0+1+...48 = 36, ami nem 45. Tehat ez nem lehetséges.
Készen vagyunk.

14. Az erd6ben 12 torpe él piros vagy kék hazikoban. Az év i-edik honapjaban az i-edik

torpe felkeresi Osszes baratjat, hogy eldontse, atfesse-e a sajat hézat. Akkor és csak akkor
fogja atfesteni (pirosrol kékre vagy forditva), ha a baratai (szigorta) tébbsége méas szinti
hazban lakik, mint 6. Ez évr6l évre igy torténik. Bizonyitsuk be, hogy egy id6 utan mar

senki nem festi at a hazikojat! (A baratsagok kolesonosek és nem valtoznak az id6 mulasaval,
és természetesen nem feltétleniil baratja mindenki mindenkinek.)




A lényeg: Amikor hazatfestés torténik, akkor az egyszinii élek (= azonos szini a két végpont) szama nd
ebben a grafban. Mivel az egyszini élek szama legfeljebb annyi lehet, mint a graf élszama, ezért csak
véges sok atszinezés torténhet. Azaz lesz olyan év, amikor nem torténik atszinezés, és onnantol kezdve

nyilvan a késGbbi években sem, a folyamat megall. Fj
11. Egy iidiil6 barmely harom lakoja kozott van kettd, aki nem ismeri egymast, de barmely
hét kozott van legalabb kettd, aki ismeri egymaést. Az iidiilés befejeztével mindenki meg-

ajandékozza minden ismerGsét egy-egy ajandéktarggyal. Bizonyitsuk be, hogy n lako esetén
legfeljebb 6n ajandéktargyat adtak at.
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Belatjuk, hogy a feltételekbdl kovetkezik, hogy minden pont fokszama legfeljebb 6, és igy a fokszamosszeg
nyilvan legfeljebb 6n lesz.




Indirekt tfh. van legalabb 7 foku cstics, és tekintsiik 7 szomszédjat.

H

A (2) feltétel szerint van él H valamely két pont kozott.

J Igy kialakul egy haromszog a grafban (v a 3. cstics), ami

ellentmondas, mert nincs haromszog a grafban.

L]

13. Egy pingpongbajnoksiagon mindenki egyszer jatszott mindenkivel. Azt mondjuk, hogy
az A jatékos kozvetett modon legyGzte a B jatékost, ha van olyan A altal megvert C jatékos,
aki B-t megverte. Igazoljuk, hogy van olyap jatékos,)aki minden més jatékost legy6zott

kozvetleniil vagy kozvetett modon. N
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A bajnoksag mérkézéseinek eredményeit egy iranyitott graffal

szemléltethetjiik: Barmely két cstics kozé felvesziink egy élt,
‘%elnek megfelel6 megkérkézés eredmenyetoiéuggoen iranyftva:
Gy

6ztes felé mutasson a 11. W )

C ebl A d
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i EQM - Ebben az iranyitott grafban mindig van olyan cstics, amelybdl mindegyik masik

- jatékos elérhets egy vagy két lépésben (a nyil iranyaba haladva): Minden csiicsba

A N, ¥

Belatjuk, hogy egy olyan csiics, amelynek maximalis a kifoka (t6bb ilyen is lehet), az pszeudogydztes.

Legyen A egy maximalis kifoka cstucs.
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Legyen B egy tetsz6leges olyan csics, amely legy6zte

A-t.
X&*M Van olyan C jatékos H-ban (A "kifok"-szomszédai
o kozott ), aki legy6zte B-t. Ellenkezd esetben ugyanis
az 0sszes B-bsl H-ba vezets él a H felé lenne irényitva,
ami azt jelentené, hogy B-nek nagyobb lenne a kifoka,

mint A-nak (ami nem lehet, mert A kifoka maximalis):

Ugyanis B-b6l vezetne él kifelé H 6sszes csticsahoz, és
az A cstcshoz is, és |H| az A kifoka.

Ezen a C jatékoson keresztiil A kozvetett modon
legy6zte B-t. Es mivel B tetszéleges nem kozvetleniil
legy6z6tt jatékos volt, készen vagyunk.

8. Egy klubesten tizennégy f6 vett részt. Egy jaték soran mindenki felirta egy cédulara, hogy
az est folyaméan hény kiilonb6z6 (ellenkez6 nemi) partnerrel tancolt. A cédulédkon rendre a
3,3,3,3,3,5,6,6,6,6, 6,6, 6,6

szamok szerepeltek. Bizonyitsuk be, hogy valaki tévedett.

&%Jl

3,3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,6,6,6

Feladat = Lehetséges-e, hogy egy paros grafnak a megadott szamok a fokszamai?

Paros graf esetén igaz, hogy a két osztalyra megegyezik a benniik szerepld cstcsok fokszamosszege.
(Mindkét fokszamosszeg az éleket szamolja meg). =>

Ha van ilyen fokszamsorozatti paros graf, akkor a megadott fokszamok két csoportra oszthatok
ugy, hogy az egyik csoportba (az egyik osztalyra) keriilt fokszamok Gsszege megegyezik a mésik
csoportba keriilt fokszamok 6sszegével.

De ilyen csoportositédsa nincs a megadott szamoknak: Ha két csoportra osztom a szdmokat, akkor
az '5' csoportjaban 3k+2 alaka lesz az 6sszeg, a masik csoportban 3-mal oszthaté az 6sszeg, azaz
nem lesznek egyenl6k az 6sszegek. L]
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1. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban pontosan két paratlan foku cstucs van, akkor vezet

kéZtﬁk ut. R~ (X)
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> Vegyiink egy legrév;ZX) u->v sétat. Ebben nem lehet
< cstcsismétlés, mert ha pl. a w cstics (legalabb) kétszer

el6fordulna, akkor két ilyen el6fordulas kozotti sétaszakaszt
klvagva rovidebb sétat kapnéank, 1d. abra.
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Ha kiilon komponensben lennének, akkor ez a két k\cyns egy-egy olyan grafot adna, amiben

a fokszdmosszeg paratlan. De ez nem lehetséges.
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2. Egy nagy haz minden olyan szobajaban van TV-késziilék, amelyiknek paratlan sok ajtaja
van. Csak egy bejarata van a haznak. Mutassuk meg, hogy ezen a bejaraton bemenve mindig
eljuthatunk egy olyan szobéaba, amelyikben van TV.

Vegyiink fel egy grafot, amelynek csticsai a szobaknak
(+ a kiilvilagnak) felelnek meg, és minden ajtonak egy él
felel meg (1d. abra).
/\F
Kell: A kiilvilagnak megfelel§ (els6foki) csucsbol el
lehet jutni egy péaratlan foki csticsba sétaval.

Cél: Egy v paratlan foku csticsbdl el lehet jutni sétaval

valamelyik mésik paratlan foku csiicsba. Ezt alkalmazva
a kiilvilagnak megfelel§ cstcsra, készen vagyunk.

Cél bizonyitasa: v komponensében kell még lennie paratlan foka csticsnak (indoklas ugyanaz,

mint fent).

8. Az alabbi grafok koziil melyekben van nyilt, illetve zart Euler-vonal? (Ha van, akkor adjuk
is meg.)




13. Igazoljuk, hogy egy 4-regularis egyszert graf éleit kiszinezhetjiik pirossal és kékkel tugy,

hogy minden csticsra két piros és két kék illeszkedjen. -

Feltehets, hogy a graf Osszefiiggd.

Reguléris graf = minden cstics foka ugyanannyi. (Ha nem az, akkor komponensenként csinéljuk.)

4-regularis graf = minden cstcs foka 4.

Egy 4-regularis 6sszefliggs grafban van zart
Euler-vonal (4-regularis => minden cstics
foka péaros).

Jarjuk be az Euler-vonal vonal mentén a grafot, és szinezziik felvaltva az éleket pirossal és kékkel.
Egy csticsot tekintve minden dthaladassal egy illeszkedd élt pirosra, egy méasikat kékre szineziink.
Két dthaladas utan 2 kék és 2 piros éliink lesz a cstics koriil.

Mivel az élek szama péros (4*csticsszam)/ 2, ezért az Euler-vonal legutolsé éle mas szint lesz, mint

L]

a kiindulo él, ezért a kezd6(=vég)pont is jol lesz szinezve.

1< 70

15. Dontsiik el, hogy az alabbi grafokban van-e Hamilton-ut, Hamilton-kor:
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15. Déntsiik el, hogy az alabbi grafokban van-e Hamilton-ut, Hamilton-kor:
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G_4-ben van Hamilton-ut, lasd abra.




19. Bejarhato-e a 4x4-es sakktabla lougrasokkal tgy, hogy minden mezére egyszer lépiink?

Tekintsiik azt a grafot, amelynek csicsai a mezdk,
és két mez6 kozott pontosan akkor van él, ha a huszar
egyikrél a masikra léphet.

Kérdés: Van-e a grafban Hamilton-at?

Hagyjuk el a 4 kozépsé csticsot:

6 (>= 4+2) komponenst kapunk,
igy a tétel szerint nincs benne

Hamilton-ut. q




