L. Héanyféleképpen lehet elhelyezni a fehér és fekete kirdlyt az iires 8x8-as sakktablara ugy,

hogy ne tissék egymést?
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2. Igazoljuk, hogy minden k természetes szamnak létezik olyan tobbszorose, amely csak 0
és 1 szamjegyeket tartalmaz.

Hint: 111.....110000.....00 alakt is van.

Megoldas: Tekintsiik az 1, 11, 111, 1111, 11111, ...., 111111...1 szamokat (a (k+1)-jegytig).
A skatulyaelv szerint lesz koztiik kettd, amelynek ugyanaz a k-val vett osztasi maradéka.
(Minden lehetséges osztasi maradékra [0,....k-1] felvesziink egy skatulyat, ez k db skatulya.
Es mindegyik szamot belerakjuk a k-val vett osztasi maradékanak megfelel6 skatulyaba.
Mivel k skatulya van és k+1 szam, ezért lesz olyan skatulya, amelybe legalabb két szam
kertilt.)
A nagyobbikbol a k%Sebbet kivonva 11...1100..00 alaka szamot kapunk, ami megfelels.
3.  Egy egységnyi oldalhosszi ‘\hégyzetbe elhelyeztiink 6t pontot. Bizonyitsuk be, hogy lesz
koztiik kettd, amelyek tavolsaga legfeljebb p‘/ 2.

—

4/27 1/ Felosztjuk a négyzetet az abran lathatdé modon 4 egybevagd

4\. 7 1/2-1/2 oldalt négyzetre. A skatulyaelv szerint lesz olyan négyzet,
amelybe legalabb két pont keriil. Két ilyen pont tavolsaga legfeljebb

gyok(2) * 1/2, mert egy négyzeten belill két pont tavolsaga

legfeljebb az atlohossz lehet.




4. Az alabbiak koziil mely természetes szamokbol van tobb 1.000.000-ig:

(i) amelyek csak 1, 2 és 5 szamjegyeket tartalmaznak (mindegyiket legalabb egyszer),
(ii) amelyek csak 3, 8 és 9 szamjegyeket tartalmaznak (mindegyiket legalabb egyszer),
(iii) amelyek csak 3, 8 és 0 szamjegyeket tartalmaznak (mindegyiket legalabb egyszer)?

Megoldas. (i) fajta = (ii) fajta

Legyen H_ 1 az (i)-beli szamok halmaza, H 2 a (ii)-beli szamok halmaza.

H 1 : azon legfeljebb hatjegyt, 1,2,5 jegyekbdl all6 szamok halmaza, amelyekben mindhérom
jegy el6fordul legalabb egyszer.

H 2 : azon legfeljebb hatjegyti, 3,8,9 jegyekbdl all6 szamok halmaza, amelyekben mindhérom
jegy el6fordul legalabb egyszer.

Megadunk egy H 1 -> H 2 bijekciot.

Egy H 1-beli n szam képe legyen a kovetkezs: Az 1-es szamjegyeket 3-asra, a 2-es szamjegyeket

8-asra, az 5-0s szamjegyeket 9-esre cseréljiik. Igy valoban egy H 2-beli elemet kapunk, és az

igy definialt leképezés bijekcio, ami bizonyitja a két halmaz egyenlGségét.

Pl. 115215 |-> 339839

(iii) fajta < (i) fajta = (ii) fajta

(Akkor lenne egyenl@ség (iii)-nal, ha a 0 is megengedett lenne az els6 helyen. De az ilyen
"szamokat" ki kell hiuzni, igy szigortian kevesebb szam van (iii)-ban.)

7. Legyen U egy n elemii (alap)halmaz. Hatérozzuk meg azoknak az (X,Y) paroknak a
szamat, amelyekre X C Y C U.

PL. U= {123456,7}
Y = {1,34,5,7}
X = {145}
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1. Hany olyan részhalmaza van az {1,2,3,...,100} halmaznak, amely pontosan harom egy-
jegyt szamot tartalmaz?
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3. A Bolyai Kozlekedési Vallalat (BKV

~—

jegyein az alabbi 5x5-0s szamtablazat szerepel:
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Az el6iras szerint a buszon talalhato lyukasztonak tiz szamot kell kilyukasztania tgy, hogy
mmden sorban pontosan keLto legyen kilyukasztva. (Az oszlopokra nincs megkotés.) Hany

9. Igazoljuk kettds leszamlalassal az alabbi ismert Osszefiiggéseket:

n+1

a) 1+2+3+---+n:(”; >
Y o 1 n+1
b) 124+22 4324+ +n _2<";L )+(n; )

Q ,\ Mindkét oldal az {1,2,3,....n+1} halmaz 2-elemii részhalmazait szamolja Gssze.
Jobb oldal: Nyilvanvalo.

Bal oldal aszerint osztalyozza a 2-elemi részhalmazokat, hogy mi a nagyobbik elem.
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Q/HMind négyjegyt szamra Kiszimoljuk a szimjegyek t4t. Mennyi 1 oy kapott
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1. Egy kirandulasra gylimolcskosarat visziink. Otthon 6t alma, két korte, hdrom banan és
hat narancs van, ebbdl kell osszedllitanunk a kosarat. Hanyféle lehet a kirandulésra vitt
gyiimoleskosar, ha azt is szamoljuk, amikor nem visziink semmit sem? (Az azonos fajtaju

gyiimolesok teljesen egyformak.)
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3. Egy pékségben nyolcfajta fank kaphato. A baratainknak szeretnénk egy doboz fankot
venni, amely 12 fankot tartalmaz. Hanyféleképpen allithatjuk 6ssze a doboz tartalmat a bolt
kinalatabol? (Az azonos fajta fankokat nem kiilonboztetjiik meg. A bolt minden rendelést ki

tud szolgélni.)
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A feladat azt kérdezi, hogy hany 12 elermi multihalmaz van egy 8 elemi alaphalmaz felett.
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4. Az alabbi egyenletnek hany megoldasa van a nemnegativ egészek korében?
a+b+c+d=2022.

“4 Bj 200244 -1) _ [200C | _ /205
2024 2012 — UZle2z ) Lzon/-

6. Hanyféleképpen lehet az alabbi listaban kitolteni a hianyzo pontszamokat ugy, hogy a fink
Osszesitett pontszama 100 pont, a lanyok Osszesitett pontszama 90 pont legyen? (Minden
pontszam egy tetszéleges nemnegativ egész szam lehet. )

EREDMENYEK :

A. Tamas ... pont
B. Erika ... pont
F. Gabor Zoltan ... pont
H. Viktor ... pont
H. Adam Ferenc ... pont
I. Ferenc ... pont
K. Beatrix ... pont
K. Csilla Ildiké ... pont
K. Kata ... pont
N. Adam ... pont
0. Raména ... pont
Sz. Dorka ... pont
V. Kristof ... pont
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5. Hanyféleképpen oszthatunk el k db (egyforma) egyforintost n (kiillonbo6z6) gyerek kozott
ugy, hogy

a) tetszéleges elosztas megengedett;

b) mindenki kapjon legalabb egyet;

¢) az i-edik gyerek legalabb i forintot kapjon (i = 1,...,n);

d) mindenki péaros sok forintot kapjon;-

e) mindepki paratlan sok forintot kapjon?
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1. Barbara, Bea, Bori, Balazs és 4 baratjuk (Attila, Andras, Ali és Anna) moziba ment. Mind
a 8 jegy egy sorba, egyméas mellé szolt. A 8 ember hany kiilonb6zs iilésrendben foglalhat
helyet, ha az azonos betiivel kezd6d§ keresztneviiek koziil semelyik ketté nem keriil egymas

mellé?

ABABABAB vagy BABABABA

414! + 414!

6. Hanyféleképpen lehet leirni a MISSISSIPPI sz6 bettiit tigy, hogy a négy S beti ne keriiljon

egymas mellé?

Az 1db M, 2db P,4db 1 4dbS betiik 6sszes lehetséges sorbaallitasa (ismétléses permutacio):
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3. Hanyféleképpen allhat be n vaséarlo egy bolt k pénztarahoz fizetni? (A vasarlokat és a
pénztarakat is megkiilonboztetjiik.)
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Ha csak azt nézziik, hogy melyik pénztarnal hany ember all (az z nem kiilonboztetjiik meg az
embereket ), akkor erre a problémara \B ~ M- L
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Ha megkiiloboztetjiik az erilyereket, akkor minden egyes alakzatot n!-féleképpen lehet
felté')lteni (az n embert "sorbaéllitjuk" a pottyockre), igy a valasz ({ % " |
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4. Hany olyan sorbaallitasa van az {1,2,...,n} halmaznak, ho g elsé helyen allo szé
kivét
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