ALTEREK

Adva van egy V vektortér (tehat egy halmaz, amelyen olyan osszeadas és skalarral valo
szorzas miveletek vannak definalva, hogy teljesil rdjuk a 4. el6adasjegyzetben axiomaként
megfogalmazott 8 mtiveleti tulajdonség).

ALLITAS. A V vektortér egy U részhalmaza pontosan akkor altér, ha rendelkezik a kovetkezd
harom tulajdonsaggal:

(1) A nullvektor benne van U-ban.

(2) U zart az 8sszeadasra: azaz barhogy vesziink két vektort U-bol, az 6sszegiik is mindig
U-ban lesz.

(3) U zart a skalarral vald szorzasra: azaz barhogy valasztunk egy vektort U-bol, annak
az o0sszes skalarszorosa is U-ban lesz.

1. FELADAT. Legyen V a 2x2-es métrixok vektortere. (Ebben a vektortérben a miiveletek
a szokasos matrixosszeadas és skalarral valo szorzés.) Jelolje U a nulla determindnsi 2 x 2-es
matrixok halmazat. Déntsiik el, hogy U alteret alkot-e V-ben!
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matrixok U-ban vannak (hiszen a determinansuk 0), az Osszegiik, a (2 4> matrix mar nincs

MEGOLDAS. Nem. Ugyanis U nem zart az Osszeadésra: példaul noha az (1 2) és (2 3)

U-ban (hiszen annak nem nulla a determinénsa, hanem 2).

2. FELADAT. Jelélje U azon R3-beli vektorok halmazat, melyeknek mindharom koordinataja
nemnegativ. Alteret alkot-e U az R3 vektortérben?

MEGOLDAS. Nem. Ugyanis U nem zart a skalarral valo szorzasra: példaul az (1,2, 3) vektor
benne van U-ban (hiszen mindharom koordinata > 0), azonban e vektor (—2)-szerese, a
(=2, —4,—6) vektor méar nincs benne U-ban (mert vannak negativ koordinatai). O

3. FELADAT. Az U = {(z1,22,23) : 71 + o2 + 23 = 0} halmaz alteret alkot-e az R? vektor-
térben? (Szavakkal megfogalmazva, U azokat az R3-beli vektorokat tartalmazza, melyekben
a koordinaték dsszege 0.)

MEGOLDAS. Igen. Megmutatjuk, hogy U teljesiti a fenti (1)—(3) tulajdonsagokat, tehat altér:
e A (0,0,0) nullvektor benne van U-ban, hiszen koordinatainak 6sszege 0+ 0+ 0 = 0.

e U zart az Osszeadasra, mert barhogy veszek két tetszoleges U-beli vektort (azaz két olyan
szamharmast, hogy mindkettében 0 a koordinaték osszege), a két vektor Gsszegében is 0 lesz
a koordinaték Osszege, vagyis a két vektor 0sszege is U-ban lesz mindig. Hiszen

ha az (a,b,c) vektor ,koordinatadsszege” a + b+ ¢ =0
és a (p,q,r) vektor  koordinatatsszege” p+q+1r =0,
akkor az (a+ p,b+ q,c+ r) vektor ,koordinatadsszege” a +p+b+qg+c+r=0+0=0.

o U zart a skalarral vald szorzésra is: Most azt kell végiggondolni, hogy ha egy vektor U-ban
van, tehat a koordinatai osszege 0, akkor a vektor A-szorosdban is 0 lesz a koordinaték a
Osszege (vagyis a vektor A-szorosa is U-ban lesz), bdrmilyen A valos szammal (skalarral) is
szorzunk. Ez pedig azon mulik, hogy ha egy vektort A-val szorzunk, akkor a koordinatik
Osszege is A-szorozodik, valamint hogy A -0 = O:

ha az (a,b,c) vektor ,koordinatadsszege” a + b+ ¢ =0,
akkor a (Aa, A\b, \c) vektor ,koordinatadsszege” Aa + Ao+ Ac=A(a+b+c¢c)=A-0=0,
és ez igaz minden )\ valés szamra. ]



NEHANY TOVABBI SEGITSEG FELADATMEGOLDASHOZ
Homogén linedris egyenletrendszerek és R™ alteres

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer homogén, ha a jobb oldalon
szerepld konstans tag mindegyik egyenletben 0. (Tehat ha az egyenletrendszer matrixos alak-
jaban a fiiggéleges vonal jobb oldalan csak nullak allnak.)

Példaul az
T1 —2x9 + 523 —3x4 =0
T —To+x3—24=0
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egyenletrendszer egy négyvaltozos homogén lineéris egyenletrendszer.

AvLLiTAS. Minden n-valtozés homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza alteret
alkot R™-ben. (A megoldasokra vektor alakban tekintiink.)

1. PELDA. A fenti egyenletrendszer megoldashalmaza alteret alkot R*-ben.

2. PELDA. Az allitasbol azonnal kiovetkezik, hogy a 3. feladatban szereplé U halmaz altér
R3-ban, hiszen U nem mas, mint az egyetlen z1 +x2+x3 = 0 egyenletbsl 4ll6 (haromvaltozos)
homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza.

MEGJEGYZES. Valdjaban masfajta altér nincs is R"®-ben: Minden R”-beli U altérhez talal-
hat6 olyan n-valtozés homogén lineéris egyenletrendszer, melynek a megoldashalmaza éppen
az U halmaz. (Mivel ugyanazt a halmazt tobbféleképpen is meg lehet adni, el6fordulhat, hogy
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Koordindtageometria és R? alterei

Az R3 vektortér vektoraira gondolhatunk tigy is, mint a tér pontjaira (ha a pontokat azo-
nositjuk a helyvektorukkal). Ebben a szemléletben példaul az alterek definicojaban szerepld
(3)-as tulajdonsag ugy is megfogalmazhato, hogy ha egy (origotdl kiilonbozs) pont benne
van az altérben, akkor a pontot az origdval 6sszek6t6 egyenes minden pontja is benne van az
altérben.

ALLiTAS. Az R3 vektortér alterei pontosan a kévetkezs ponthalmazok:
e az origo (azaz a nullvektor mint egyelemi halmaz),

az origén atmend egyenesek,

e az origén dtmend sikok,

e maga az egész R> tér.

MEGJEGYZES. Analog allitas igaz az R? vektortérben is (a sikon): Itt az alterek az origo;
az origbn atmend egyenesek; valamint maga az egész sik.

PELDAK. A 2. feladatban szereplé U halmaz egy ,térnyolcad” (a koordinatatengelyek altal
kifeszitett harom sik 8 részre osztja a teret, ezek egyike az U), tehat U nem az el6z6 allitasban
felsorolt ponthalmazok koziil valo, igy nem altér.

A 3. feladatban az z1 + z2 + x3 = 0 egyenlet éppen az (1,1,1) normalvektori, origon
atmend sik egyenlete, vagyis az ebben a feladatban szerepl U ponthalmaz az el6zé allitas
szerint altér (mert egy origéon atmeng sik).



