4. FELADATSOR

1. Igazoljuk, hogy egy T fanak legalabb A(T) levele van, ahol A(T') a maximaélis fokszamot
jeloli T-ben.

2. Bizonyitsuk be, hogy egy faban barmely két csics kdzott pontosan egy ut létezik.
3. Egy 210 ponttu faban minden cstcs foka 1 vagy 3. Hany levele van a fanak?
4. Létezik-e olyan Osszefliggd graf, amelynek fokszamsorozata 1,1,1,1,1,1,1,2,2,3,47

5. Igazoljuk, hogy barmely legalabb kétpontu sszefiiggs grafban van olyan csiics, amelyet
elhagyva a maradék graf is 6sszefliggd. [11.33]

6. Igazoljuk, hogy ha egy (legalabb 2 pontu) teljes graf éleit pirosra és kékre szinezziik, akkor
kialakul olyan feszit&fa, melynek minden éle ugyanolyan szinf.

7. Egy G grafban nincs kor, G komponenseinek szama c. Bizonyitsuk be, hogy G éleinek
szama n — c.

8. Bizonyitsuk be, hogy egy 2n éld fa élhalmaza felbonthaté n darab diszjunkt parra, ahol
egy parban szomszédos élek szerepelnek. [11.24]

9. a) Mutassuk meg, hogy egy Osszefliggd grafban barmely két leghosszabb utnak van kozos
pontja.

b) Mutassuk meg, hogy egy faban a leghosszabb utak lefoghatok egyetlen ponttal. (Azaz
van olyan pont a faban, amelyen az Gsszes maximaélis hosszisagu ut athalad.)
Megjegyzés: Megadhato olyan Osszefiiggs (nem fa) graf, amelyben nincs ilyen pont. (De
nem konnyi ilyen grafot talalni.)

10." Legyenek T1,..., T} egy T fa osszefiiggs részgrafjai. Bizonyitsuk be, hogy ha barmelyik
két T; és T; fanak van kozos pontja, akkor van olyan pont, amely az 0sszes Tj-n rajta van.

11.7 Egy kozépkori orszagban 1000 varos van, és bizonyos varosok kozvetlen folduttal vannak
Osszekotve (csak varosokban van utkeresztezddés). Ezen az tuthalozaton barmelyik varosbol
barmelyik mésikba el lehet jutni. Az uralkodé szeretne bizonyos foldutakat lekdveztetni ugy,
hogy minden varosbél paratlan sok kévesit induljon ki. Mutassuk meg, hogy ez megtehetd.

12.7 Egy nxn-es tablazat minden mez&jében egy-egy betii van. A tablazat barmely két
sora kiilonb6zd. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatnak van olyan oszlopa, amelyet elhagyva a
megmaradé tablazatnak sincs két egyezs sora.

13. Igazoljuk, hogy egy graf akkor és csak akkor paros, ha nem tartalmaz paratlan kort.

14.” Mely grafok parosak a kovetkezs grafok koziil? [9.31]
a) K,, vagyis az n pontu teljes graf;
b) C,, vagyis az n pontu kor;

) Sn, vagyis az n éli csillag;

)

)
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P, vagyis az n éld ut;
e) H,, vagyis az n dimenzios kockagraf (lasd 8. feladatsor).

15. Az abran lathato karikak egy telken 1év6 gylimolcsfakat jelolik.
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Az A-val jelolt fan egy cinke, a B-vel jelolt fan egy rigé il. IdGegységenként mindkét ma-
dar a téle északi, déli, keleti vagy nyugati irdnyban allo legkozelebbi fak egyikére repiil.
Lehetséges-e, hogy valamikor mindketten ugyanazon a fan iilnek?
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16. Egy klubesten tizennégy {6 vett részt. Egy jaték sordn mindenki felirta egy cédulara, hogy
az est folyamén héany kiilonb6z6 (ellenkez6 nemi) partnerrel tancolt. A céduldkon rendre a

3,3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,6,6,6
szamok szerepeltek. Bizonyitsuk be, hogy valaki tévedett.

17. Hatarozzuk meg azokat a grafokat, amelyekben nincs paratlan kor, és izomorfak a komp-
lementeriikkel.

18. Mutassuk meg, hogy tetszbleges hurokélmentes grafbol paros grafot kaphatunk legfeljebb
az élek felének elhagyasaval.

19." Igazoljuk, hogy tetszéleges hurokélmentes grafbol alkalmas élek elhagyasaval olyan paros
grafot kaphatunk, melyben minden cstics foka legalabb az eredeti fokszamanak fele. (Ebbdl
kovetkezik az el6z6 feladat is.)

20. Hatéarozzuk meg az dbran lathato grafok kromatikus szamaét: [13.5]

Gl G3

W W

21. Vegyiink egy 4 hosszu kort és egy 5 hossza kort (melyek cstiesdiszjunktak). A 4 hosszu
kor minden pontjat kossiik Ossze az 5 hosszi kor Osszes pontjaval. Mennyi az igy kapott
(9 pontu) graf kromatikus szama?

22. Definialjuk a kovetkezs egyszerti grafot: A graf cstcsai egy sakktébla mez6i, és két csucs
(mez6) pontosan akkor 6sszekotott, ha egy kiraly egyikrsl a masikra léphet szabalyos lépéssel.
Mennyi a kapott graf kromatikus szama? [13.6]

23. A G graf csiucshalmaza {1,...,100}, és két kiilonboz6 cstcs (szam) pontosan akkor
Osszekotott, ha relativ primek. Igazoljuk, hogy x(G) = 7(100) + 1, ahol 7(100) jeldli azt,
hogy hany primszdm van 1-t61 100-ig.

24. Az {1,...,100} cstcshalmazon egy egyszeri grafot definidlunk: Legyen két kiilonbozs
cstcs (szam) pontosan akkor 6sszekotott, ha egyik osztja a mésikat. Hatarozzuk meg a kapott
graf kromatikus szamat. [13.8]

25. Adott a sikon néhany egyenes ugy, hogy semelyik harom nem halad &t kézos ponton.
A keletkez6 metszéspontok alkotjak a G graf csicshalmazat, és két cstucs pontosan akkor
Osszekotott G-ben, ha szomszédos metszéspontok valamelyik egyenesen. Igazoljuk, hogy G
kromatikus szama legfeljebb 3. [13.22]
Segitség: Egy alkalmas sorrendben haladva szinezziik mohd mddon a csiicsokat.

26. A KG(n, k) Kneser-graf csucshalmaza ([”]), és két cstcs (részhalmaz) pontosan akkor
Osszekotott, ha diszjunktak. Mutassuk meg, hogy n > 2k esetén x(KG(n,k)) <n — 2k + 2.
Megjegyzés: Lovéasz Laszlo topologiai érveléssel igazolta, hogy valdjaban egyenlGség teljesiil.

277 Mi az a minimalis szinszam, ahany szinnel ki lehet szinezni a (végtelen) négyzetracs
mezGit igy, hogy barhogy rakunk le , L-alakot”



28.~ Tekintsiik a kovetkezd G (egyszerti) paros grafot: G két szinosztalya A = {uy,...,u,} és

F ={vi,...,v,}, és az u; és v; cstcsok pontosan akkor Gsszekotottek, ha ¢ # j. Szinezziik G
cstcsait a moho algoritmussal (1d. el6adas) a kévetkez6 sorrendben: wuq, vy, ug, Vg, . .., Uy, Up.

a) Hany szint fog kiosztani a moho algoritmus?
b) Mennyi a G graf kromatikus szama?

Tanulsag: El6fordulhat, hogy a moho algoritmus a optimalisnal joval tobb szin felhasz-
nalasaval szinez (de vo. kovetkezs feladat).

29. A moho szinezési algoritmussal kapott jo szinezés fligg attol, hogy milyen sorrendben
haladtunk végig a csticsokon. Az el6z6 feladatban lattuk, hogy el6fordulhat, hogy ,szeren-
csétlen” csucssorrend esetén az algoritmus a kromatikus szamnél tébb szint hasznal fel.

Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges G (egyszerti) graf esetén létezik a csicsoknak olyan sor-
rendje, amely sorrend szerint haladva a mohé algoritmus x(G) szint hasznal fel (azaz
optimalisan szinez).

Megjegyzés: Tehat elméletileg a kromatikus szam meghatarozhato tgy, hogy vessziik a
csticsok Osszes lehetséges sorrendjét, és minden sorrendre lefuttatjuk a moho algoritmust: a
kapott jo szinezések kozott el6forduld legkisebb felhasznalt szinszam lesz a kromatikus szam.
Ezzel a modszerrel az a probléma, hogy nagyon lasst, a csticsok Osszes lehetséges sorrendje
|V|!, ami jellemzGen oriasi szam.

30. (Hatszin-tétel.) Az Euler-formula segitségével megmutathato, hogy minden egyszerd
sikgrafban van legfeljebb 6todfoku csucs. (A bizonyitéas elolvashato az eladéas honlapjan.)
Ezt felhasznalva mutassuk meg, hogy minden egyszerii sikgraf kromatikus szdma legfeljebb 6.

31. a) Legyen G egy Osszefliggd graf, és v egy tetszoleges cstuicsa. Mutassuk meg, hogy G
cstcsainak van olyan sorrendje, hogy v az utols6 csucs, és v-t leszamitva az Gsszes cstcsbol
vezet él valamely kés6bbi cstcsba.

b) Igazoljuk, hogy tetszsleges Osszefiiggs, nem regularis G (egyszert) grafra x(G) < A(G).

32. Legyen G egy hdromszogmentes graf, amelynek kromatikus szama k. Konstrualunk G-
bol egy G’ grafot a kovetkezSképpen: Kiindulasként vegyiik a G graf k darab csucsdiszjunkt
példanyat. n¥ lehetdségiink van arra, hogy mindegyik példanybol kivalasszunk egy cstcsot,
ahol n a G csiicsszamét jeloli. Minden ilyen kivalasztashoz felvesziink egy 4j csiicsot, amelyet
osszekotiink a k kivalasztott cstcesal. Igy egy kn + nF ponta grafthoz jutunk, legyen ez G.
Mutassuk meg, hogy G’ is haromszogmentes, és kromatikus szama k + 1.

Tanulsag: A feladatban leirt operécio tehat megtartja a haromszogmentességet, és 1-gyel
noveli a kromatikus szamot. Igy a (haromszogmentes) K; grafbol kiindulva (G := K)
a fenti eljarast ismételgetve a G,G',G",G"", ... grafsorozat grafjai mind haromszogmen-
tesek, és az i-edik graf kromatikus szdma i. Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy haromszog-
mentes graf kromatikus szama tetszélegesen nagy lehet (mig egy haromszogmentes graf w
paraméterének értéke csak legfeljebb 2, illetve ha van (nemhurok)éle, akkor pontosan 2).

33. a) Egy versenyen (m — 1)n + 1 ember szerepel. Bizonyitsuk be, hogy van koézottiik m
ember, akik paronként nem ismerik egymast, vagy van egy ember, aki legalabb n masikat
ismer.

b) Igaz marad-e az &llitas, ha eggyel kevesebb ember vesz részt a versenyen? [16.1]

34. Egy n pontu teljes graf (n > 3) éleit kiszinezziik két szinnel. Bizonyitsuk be, hogy lesz
olyan Hamilton-kor, amely teljesen egyszind, vagy két egyszinii ivbdl &ll. [16.2]

35. Igaz-e, hogy hat irracionalis szam ko6zott mindig van hérom olyan, hogy barmely ketts
Osszege irracionélis?

Segitség: R(3) = 6.



36. 17 ember vesz részt egy partin. Koziiliik barmelyik kett§ vagy nem ismeri egymaést, vagy
j6 baratok, vagy utéljak egymaést. Igazoljuk, hogy van kozottiikk 3 olyan ember, akik mind
idegenek egymas szamara, mind jo6 baratok, vagy mind utaljak egymaést.

37. Az n pontu teljes graf éleit kiszineztiik n szinnel, mindegyik szint felhasznéalva (n > 3).
Mutassuk meg, hogy kialakul ,tarka” haromszog, azaz olyan harom ponti kor, amelynek 3
éle 3 kiilonbozd szint kapott.(lasd abra), az négy kiillonb6z6 szind mezét takarjon le?

38.~ Tekintsiik a kovetkezs G (egyszerti) paros grafot: G két szinosztalya A = {uq,...,u,} és
F ={v1,...,v,}, és az u; és v; cstucsok pontosan akkor Gsszekotottek, ha ¢ # j. Szinezziik G
cstcsait a moho algoritmussal (1d. el6adas) a kévetkez6 sorrendben: wuq, vy, ug, Vg, . .., Uy, Up.

a) Hany szint fog kiosztani a mohoé algoritmus?
b) Mennyi a G graf kromatikus szama?

Tanulsag: El6fordulhat, hogy a moho algoritmus a optimalisnal joval tobb szin felhasz-
nalasaval szinez (de vo. kovetkezs feladat).

39. A moho szinezési algoritmussal kapott jo szinezés fiigg attol, hogy milyen sorrendben
haladtunk végig a csicsokon. Az el6z6 feladatban lattuk, hogy eléfordulhat, hogy ,szeren-
csétlen” csucssorrend esetén az algoritmus a kromatikus szamnél t6bb szint hasznal fel.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G (egyszerti) graf esetén létezik a cstucsoknak olyan sor-
rendje, amely sorrend szerint haladva a moh6 algoritmus x(G) szint hasznal fel (azaz
optimalisan szinez).

Megjegyzés: Tehat elméletileg a kromatikus szdm meghatirozhaté gy, hogy vessziik a
csiicsok Osszes lehetséges sorrendjét, és minden sorrendre lefuttatjuk a mohé algoritmust: a
kapott jo szinezések kozott el6forduld legkisebb felhasznalt szinszam lesz a kromatikus szam.
Ezzel a modszerrel az a probléma, hogy nagyon lasst, a cstcsok Osszes lehetséges sorrendje
[V|!, ami jellemzGen oridsi szam.

40. (Hatszin-tétel.) Az Euler-formula segitségével megmutathato, hogy minden egyszeri
sikgrafban van legfeljebb 6todfoku csics. (A bizonyitas elolvashaté az el6adas honlapjan.)
Ezt felhasznalva mutassuk meg, hogy minden egyszerii sikgraf kromatikus szdma legfeljebb 6.

41. a) Legyen G egy Osszefiiggs graf, és v egy tetszGleges csucsa. Mutassuk meg, hogy G
cstcsainak van olyan sorrendje, hogy v az utolsé cstcs, és v-t leszdmitva az Gsszes csicsbol
vezet él valamely késGbbi cstcsba.

b) Igazoljuk, hogy tetsz6leges Osszefiiggd, nem regularis G (egyszeri) grafra x(G) < A(G).

42. Legyen G egy hdromszogmentes graf, amelynek kromatikus szama k. Konstrualunk G-
bél egy G’ grafot a kovetkezSképpen: Kiindulasként vegyiik a G graf k darab cstucsdiszjunkt
példanyat. n¥ lehetéségiink van arra, hogy mindegyik példanybol kivalasszunk egy csticsot,
ahol n a G csicsszamét jeloli. Minden ilyen kivalasztashoz felvesziink egy 4j csiicsot, amelyet
Osszekotiink a k kivalasztott cstccesal. Igy egy kn 4+ nF pontu grafhoz jutunk, legyen ez G'.
Mutassuk meg, hogy G’ is haromszogmentes, és kromatikus szama k + 1.



Tanulsag: A feladatban leirt operacié tehat megtartja a haromszégmentességet, és 1-gyel
noveli a kromatikus szamot. Igy a (haromszégmentes) K; grafbol kiindulva (G := K)
a fenti eljarast ismételgetve a G,G',G",G"", ... grafsorozat grafjai mind haromszogmen-
tesek, és az i-edik graf kromatikus szdma i. Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy haromszog-
mentes graf kromatikus szama tetsz6legesen nagy lehet (mig egy haromszogmentes graf w
paraméterének értéke csak legfeljebb 2, illetve ha van (nemhurok)éle, akkor pontosan 2).

43. a) Egy versenyen (m — 1)n + 1 ember szerepel. Bizonyitsuk be, hogy van kézottiik m
ember, akik paronként nem ismerik egymast, vagy van egy ember, aki legaldbb n mésikat
ismer.

b) Igaz marad-e az &llitas, ha eggyel kevesebb ember vesz részt a versenyen? [16.1]

44. Egy n pontu teljes graf (n > 3) éleit kiszinezziik két szinnel. Bizonyitsuk be, hogy lesz
olyan Hamilton-kor, amely teljesen egyszind, vagy két egyszini ivbél &ll. [16.2]

45. Igaz-e, hogy hat irracionalis szam kozott mindig van harom olyan, hogy barmely kettd
Osszege irracionalis?
Segitség: R(3) = 6.

46. 17 ember vesz részt egy partin. Koziiliikk barmelyik kett6 vagy nem ismeri egymaést, vagy
jo baratok, vagy utéljik egymaést. Igazoljuk, hogy van kozottiikk 3 olyan ember, akik mind
idegenek egymas szaméra, mind j6 baratok, vagy mind utaljak egymaést.

47. Az n pontu teljes graf éleit kiszineztiik n szinnel, mindegyik szint felhasznéalva (n > 3).
Mutassuk meg, hogy kialakul ,tarka” haromszog, azaz olyan harom ponti kor, amelynek 3
éle 3 kiilonb6z§ szint kapott.



