2. FELADATSOR

1.~ Hanyféleképpen allithatjuk sorba {1,2,...,6} elemeit gy, hogy ne a 2-es szammal kezd-
jik a sort? [4.3]
2.7 Héanyféleképpen lehet n bastyét elhelyezni az nxn-es sakktablan gy, hogy semelyik kettd

ne iisse egymast?

3.~ Hanyféleképpen iilhet le egy kor alaku asztalhoz hét ember? (Két iilésmodot nem tekin-
tiink kilonbozonek, ha mindenkinek ugyanaz a két szomszédja.) [4.29]

4.7 Barbara, Bea, Bori, Balazs és 4 baratjuk (Attila, Andras, Ali és Anna) moziba ment.
Mind a 8 jegy egy sorba, egymés mellé szolt. A 8 ember hény kiilonb6zé iilésrendben foglalhat
helyet, ha az azonos bettivel kezd6dé keresztneviiek koziil semelyik ketté nem keriil egymas
mellé?

5. Hanyféleképpen &allhat be n vasarld egy bolt k pénztarahoz fizetni? [TK. 3.4.8.]

6. Hanyféleképpen lehet a MATEMATIKA sz6 betiiit leirni tigy, hogy a kialakult szoban az
elsé M betd a 6. helyen alljon? (Példaul egy ilyen sz6 az AKIETMAAMT.)

7. Hanyféleképpen lehet leirni a MISSISSIPPI sz6 betiit tgy, hogy a négy S beti ne keriiljon
egymas mellé? [4.13]

8. Hanyféleképpen lehet leirni a KOMBINATORIKA sz6 betiiit tigy, hogy a B és M betiik
ne keriiljenek egyméas mellé?

9. n kiilénbo6z6 par zoknit rakunk be egy mosogépbe. A mosas utan a zoknikat egyesével
hitizzuk ki a moségépbdl. Hanyféle kihtizasi sorrend esetén lesz az i-edik kihazott zokni az,

amelyik az els6 part fejezi be? [4.22]
10. Hany nullara végzdédik a ((3!)!)! szam? [4.6]
11. Bizonyitsuk be az (n!)"™1|(n?)! oszthatésagot, lehetsleg kombinatorikus titon. [4.8]

12. Legyen p,(k) egy n elemd halmaz pontosan k fixponttal rendelkez§ permutacioinak
széma. Bizonyitsuk be, hogy Y ;_, kpn(k) = n!. [4.11]

13." Bizonyitsuk be Wilson tételét, mely szerint tetszéleges p primszamra p|(p — 1)! + 1.
Segitség: Szédmoljuk meg, hogy egy szabalyos p-szog cstcsai kézott hany korat tervezhetd
agy, hogy minden csticson pontosan egyszer megyiink keresztiil, ha az elforgatassal egymasba
vihet$ korutakat nem kiilonboztetjiik meg. [4.31]

14.” Irjuk fel az (x + y + 2)3 polinom ,kifejtett alakjat” (a zarojelek felbontasa utan).

15.7 a) Mennyi az 2'%9"°22° monom egyiitthatoja az (z + y + 2)'°° polinomban?

b) Es az 2'%9?°23° monomé?
16.~ Tekintsiik az alabbi 7: [8] — [8] permutaciot:
m(l)=4,7(2)=1,7(3) =3, 7(4) =6, m(5) =8, 7(6) =2, 7(7) =5, 7(8) = 7.

(Természetesen m-re gondolhatunk a 41368257 sorbaallitasként is.) Hatarozzuk meg 7 ciklu-
sainak szamat!

17.7 Egy bortonben 100 rab raboskodik. A gonosz bortonigazgatod a kivetkezét hirdeti ki
a raboknak: ,Egy 6ra milva minden rab homlokara felirok egy valos szamot; ezek kozott
nem lesz két egyforma. Mindenki latja majd a tobbiek szamait, de a sajatjat nem. Ezutan
kaptok egy kis gondolkodési id6t, és mindenkinek véalasztania kell egy piros vagy kék sapkat.
Persze egymas valasztasait nem lathatjatok, és kommunikalni tilos a jaték alatt. Utdna a
homlokotokra irt szdmok nagysag szerinti sorrendje szerint felsorakoztatlak bennetek, és ha
két szomszédos emberen azonos szind sapkat latok, akkor mindenkinek meghosszabbodik a
biintetése 5 évvel.” Milyen stratégiat talaljanak ki a rabok a hétralévs egy ordban, ha el
akarjak keriilni a biintetést?



18. Véletleniil valasztunk egy permutéciot S,-bdl. Mi annak a valészintisége, hogy az 1 elemet
tartalmazo6 ciklus hossza k?

19. Véletleniil valasztunk egy permutaciot S,-bél. Mi annak a valoszintisége, hogy az 1 és 2
elemek ugyanabban a ciklusban lesznek?

20. Hany olyan permutacioja van [n]-nek, amelyben minden ciklus hossza 27
21. Hany olyan permutacioja van [n]-nek, amelyben minden ciklus hossza paros?

22. Igazoljuk, hogy ha n > 2, akkor S,,-ben ugyanannyi paros sok ciklust tartalmazo permu-
taci6é van, mint paratlan sok ciklust tartalmazo!

23." Egy varosban csak két csalad kozotti lakascserét lehet elvégezni (t6bb csaladot érinté la-
kascsere tilos), és egy csalad egy nap csak egyszer koltozhet. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges
lakascsere elvégezhetd két nap alatt. [4.44]

247 Egy osztaly 30 tanuldja koziil a matematikat 12-en, a fizikdt 14-en, a kémiat pedig
13-an szeretik. Ot tanulé a matematikat és a fizikat is, hét a fizikat és a kémiat is, négy a
matematikat és a kémiat is szereti; harman vannak, akik mindharom targyat szeretik. Hanyan
vannak, akik nem szeretik egyiket sem a harom targy koziil? [7.1]

25.7 Egy valasztéas el6tti kozvélemény-kutatas bejelenti, hogy arra az eredményre jutott,
hogy az A, B, illetve C parttal a megkérdezettek rendre 65%, 57%, illetve 58%-a szimpatizal.
Tovabba, 28% szdméara szimpatikus mind A, mind B, 30% szamara szimpatikus mind A, mind
C, és 27% szamara szimpatikus mind B, mind C'. Végiil a megkérdezettek 12%-a mindharom
parttal szimpatizal. Mi a véleményiink errdl a bejelentésr6l?

26. Hany olyan sorbaallitasa van az angol abécé 26 betdjének, mely egymés utani harom
betiiként a LOM, HOZ és ZAB szavak egyikét sem tartalmazza?

27. Hanyféleképpen jelolhetiink ki egy konvex, n oldald sokszog cstuicsai koziil harmat gy,
hogy semelyik ketts se legyen szomszédos? [7.9]

28. Hany olyan n-nél nem nagyobb pozitiv egész szadm van, amelynek minden primosztoja
legalabb kétjegyti? [7.7]

29. Legyen ¢(n) az n-nél nem nagyobb, n-hez relativ prim pozitiv egészek szama. Mutassuk
meg, hogy ha n primtényezds felbontasa n = pi" py? - - - p*, akkor

T )[R R

30. Hanyféleképpen lehet 10 lapot kivéilasztani az 52 lapos franciakartya-csomagbol agy, hogy
a kivalasztott lapok koézott mind a négy szin eléforduljon?

31. (Elcserélt levelek problémaja.) Valaki n levelet ir, és megcimezi a hozzajuk tartozo n
boritékot, majd a leveleket véletlenszertien a boritékokba teszi.

a) Hanyféleképpen fordulhat els, hogy egyik levél sem a sajat boritékjaba kertil?

b) Hanyféleképpen fordulhat els, hogy pontosan k levél keriil a sajat boritékjaba?

32. Hany olyan tizjegyi telefonszam van, amelyben mindegyik paratlan szamjegy eléfordul
legalabb egyszer? (A telefonszamokra nincs semmilyen megkotés, példaul a 0000000000 is
egy telefonszam.)

33. Egy pékség négyféle zsemlét arul: makosat, szezammagosat, bajort és normélt. Az egyes
fajtakbol rendre 3, 4, 5 és 6 darab van a boltban. 12 zsemlét szeretnénk venni. Hanyféleképpen
allithatjuk Ossze a rendelést?



34. Jeldlje {Z} azt a szamot, hogy egy n elemii halmazt hanyféleképpen lehet k darab (nem-

tires) halmazra particionalni. (Példaul {g} = 3, mert az {1, 2,3} halmaznak 3 db 2 osztalybol
allo particionalasa van: {{1,2},{3}}, {{1,3},{2}} és {{1},{2,3}}.) Bizonyitsuk be, hogy

n 1 &
— =1
(o =z
i=0
Megjegyzés: Az {Z} szamokat mdsodfaju Stirling-szdmoknak nevezziik.

35. Egy galavacsoran n hazaspar vesz részt. Mind a 2n jelenlévs egy pohéarkdszontét mond az
este folyaman. Hanyféle sorrendben lehet megtartani a poharkoszontéket tigy, hogy semelyik
hazaspar két tagja ne kovetkezzen (kozvetleniil) egymas utéan?

36. Hanyféleképpen lehet egy n elemid halmazt k darab kiilénbo6zs, m elemi részhalmazaval
lefedni? [7.8]

37.% Hany olyan 7 : [n] — [n] permutacié van, amelyre (i + 1) — 7(i) # 1 teljesiil minden
i-re (1<i<n-—1)7

38.7 Hanyféleképpen iilhet le n hazaspar egy kor alakt asztal mellé gy, hogy a férfiak és nék
felvaltva iiljenek, de senki se iiljon a hazastarsa mellett? (A székek meg vannak szdmozva.)

39. Bizonyitsuk be a kovetkez6 azonossagot:

) 0, haO0<n<k;
S (-1 (’?) = { a0<n 713
— 7 ha n = k.

n!,

40. Bizonyitsuk be, hogy m,n > 1 esetén

kz:;}(_l)k (Z’) (Z‘_:) = 0. [7.15]

41. Bizonyitsuk be, hogy m,n > 1 esetén

i(—l)’“ <TZ> (m +:__: N 1) = 0. [7.16]

k=0

42. Hanyféleképpen lehet lefedni egy 2 x n-es téglalapot dominokkal (1 x 2-es téglalapokkal)?

43. Egy épitGjatékunk van, amely piros és kék téglakat tartalmaz. Hanyféleképpen lehet ilyen
téglakbol n magas tornyot épiteni, ha nem engedjiik meg, hogy két piros tégla szomszédos
szintre keriiljon? (A téglak a szinektdl eltekintve egyformak. Minden szintre egy tégla keriil.)

44. n forintunk van. Minden nap pontosan egy dolgot vesziink a kovetkezsk koziil (zarojelben
az egységar): perec (1 forint), fagylalt (2 forint), csoki (2 forint). Hanyféleképpen kolthetjiik
el a pénziinket?

45. Legyen s,, azoknak az n jegyt, csak 0, 1,2 szdmjegyeket tartalmazo szamoknak a szdma,
amelyekben barmely két szomszédos szamjegy legfeljebb

46.” Egy osztaly 30 tanuldja koziil a matematikat 12-en, a fizikadt 14-en, a kémiat pedig
13-an szeretik. Ot tanulé a matematikat és a fizikat is, hét a fizikat és a kémiat is, négy a
matematikat és a kémiat is szereti; harman vannak, akik mindharom targyat szeretik. Hanyan
vannak, akik nem szeretik egyiket sem a harom targy koziil? [7.1]

3



47.” Egy valasztas el6tti kozvélemény-kutatas bejelenti, hogy arra az eredményre jutott,
hogy az A, B, illetve C parttal a megkérdezettek rendre 65%, 57%, illetve 58%-a szimpatizal.
Tovabba, 28% szamara szimpatikus mind A, mind B, 30% szamara szimpatikus mind A, mind
C, és 27% szamara szimpatikus mind B, mind C'. Végiil a megkérdezettek 12%-a mindharom
parttal szimpatizal. Mi a véleménylink errél a bejelentésrsl?

48. Hany olyan sorbaallitdsa van az angol dbécé 26 bettjének, mely egymas utani harom
betiiként a LOM, HOZ és ZAB szavak egyikét sem tartalmazza?

49. Hanyféleképpen jelolhetiink ki egy konvex, n oldalt sokszog csticsai koziil harmat ugy,
hogy semelyik ketts se legyen szomszédos? [7.9]

50. Hany olyan n-nél nem nagyobb pozitiv egész szam van, amelynek minden primosztoja

legalabb kétjegyt? [7.7]
51. Legyen ¢(n) az n-nél nem nagyobb, n-hez relativ prim pozitiv egészek szama. Mutassuk
meg, hogy ha n primtényezds felbontéasa n = pi*p5? - - - pi*, akkor

T IO S R

52. Hanyféleképpen lehet 10 lapot kivéilasztani az 52 lapos franciakartya-csomagbol agy, hogy
a kivalasztott lapok koézott mind a négy szin eléforduljon?

53. (Elcserélt levelek problémaja.) Valaki n levelet ir, és megcimezi a hozzajuk tartozo n
boritékot, majd a leveleket véletlenszertien a boritékokba teszi.

a) Hanyféleképpen fordulhat els, hogy egyik levél sem a sajat boritékjaba keriil?

b) Hanyféleképpen fordulhat els, hogy pontosan k levél keriil a sajat boritékjaba?

54. Hany olyan tizjegyi telefonszam van, amelyben mindegyik paratlan szamjegy elGfordul
legalabb egyszer? (A telefonszamokra nincs semmilyen megkotés, példaul a 0000000000 is
egy telefonszam.)

55. Egy pékség négyféle zsemlét arul: makosat, szezammagosat, bajort és normalt. Az egyes
fajtakbol rendre 3, 4, 5 és 6 darab van a boltban. 12 zsemlét szeretnénk venni. Hanyféleképpen
allithatjuk Ossze a rendelést?

56. Jelolje {Z} azt a szamot, hogy egy n elemd halmazt hanyféleképpen lehet k& darab (nem-

tires) halmazra particionalni. (Példaul {;’} = 3, mert az {1, 2,3} halmaznak 3 db 2 osztalybol
allo particionalasa van: {{1,2},{3}}, {{1,3},{2}} és {{1},{2,3}}.) Bizonyitsuk be, hogy

n 1 &
— -1
(o} = ()
i=0
Megjegyzés: Az {Z} szamokat mdsodfaji Stirling-szdmoknak nevezziik.

57. Egy galavacsoran n hézaspar vesz részt. Mind a 2n jelenlévs egy pohérkoszontét mond az
este folyaman. Hanyféle sorrendben lehet megtartani a poharkoszontket gy, hogy semelyik
hazaspar két tagja ne kovetkezzen (kozvetleniil) egyméas utan?

58. Hanyféleképpen lehet egy n elemi halmazt k darab kiilonb6zd8, m elemt részhalmazéval
lefedni? [7.8]

59.7 Hany olyan 7 : [n] — [n| permutaci6 van, amelyre 7(i + 1) — 7(i) # 1 teljesiil minden
irte (1<i<n-—1)?

60." Hanyféleképpen iilhet le n hazaspar egy kor alakt asztal mellé gy, hogy a férfiak és nék
felvaltva iiljenek, de senki se iiljon a hazastarsa mellett? (A székek meg vannak szdmozva.)
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61. Bizonyitsuk be a kovetkez6 azonosséigot:

k
(K 0, haO0<n<k;
Z(—l)’“"(.)z’” = { e 7.13]
— ) han=k.

n!,

62. Bizonyitsuk be, hogy m,n > 1 esetén

i(—l)’“ <TZ> (7:__,]:) =0. [7.15]

63. Bizonyitsuk be, hogy m,n > 1 esetén

i(—l)’c <TZ> (m +:__: - 1) = 0. [7.16]

1-gyel tér el egymastol. Igazoljuk, hogy n > 3-ra s, = 28,1 + Sp_2. [6.20]

64. Oldjuk meg a kiévetkezs linearis rekurzidkat.
ap=1, a1 =6; a, =>5a,_1—6a,_o (han>2).
ap =3, a1 =6; a,=an_1+6a,_o (han>2).
apg=1, a1 =2; a, =06a,-1— Tan_o (han>2
apg=1, a1 =1; a,=4a,-1—2a,_2 (han>2
ap =6, a1 =8; a, =4a,_1 —4a,_o (han>2).

ap =3, a1 = —-3; a,=—6a,-1—9a,_o (han>2).

ap=1, a1 =1; a,=06a,_1—9,_2 (han>2).

apg=0, a1 =1, az =13; a, =3a,_1 — 4a,_3 (han > 3).

ag =17, a; = 14, ay =110; a, = 2a,—1 + 5a,_2 — 6a,_3 (han > 3).

).
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—
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65.7 Oldjuk meg a kovetkezd rekurziot:
ap=a1=1; a,=4a,_1—4a,_2+3n+2" (han>2).

66. Hanyféleképpen lehet egy konvex (n + 2)-szoget egymést nem metszd atlokkal haromszo-

s bt R
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67. A 2n hosszi Dyck-ut egy olyan origobdl indulé ut, amely n darab * és n darab \
lépésbdl all (tehat az z-tengelyen végzddik), és (A megengedett 7 és N\, lépések rendre a
(1,1) és (1,—1) lépések.) Hany darab 2n hossza Dyck-ut van?

68. Egy kor alakua asztal koriil 2n-en iilnek. Hanyféleképpen alkothatnak az asztal koriil iilck
n part agy, hogy az egy parban lévék kezet foghassanak anélkiil, hogy egy masik kezet fogo
par keze alatt vagy felett at kellene nyulniuk? (Az asztal felett valo atnyulas megengedett.)

Linearis rekurzié megoldasa Wolfram Alphéaval:
A 64/Db. feladat megoldasa: solve a(0)=3, a(1)=6, a(n)=a(n-1)+6a(n-2)

Kilenc kidolgozott linearis rekurzié megoldas Hajnal Péter honlapjan:
http://www.math.u-szeged.hu/"hajnal/courses/BSc_Kombinatorika/lin_alap.htm
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