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Rekurziéval definialt sorozatok

Minden n € N-re adott egy

an = KIF,(ag,a1,...,ap—1)
alaka feltétel, ahol KIF,, egy olyan  kifejezés” (R" — R fgv.),
amely az ag,ay,...,a,_1 értékekbsl kiszamol egy szamot.

»Egy elem definici6janal hivatkozhatunk korabbi sorozatelemekre.”

Péeldak ilyen feltételekre:

alooza%%—a%%—---%—a%g.

ass = 3ai5a22a40 — V/2a47 + 13.

ap = Dap—1 — 6a,—9. (itt n > 2)

an = ,az n-edik tizedesjegye sin a,,_1-nek’. (itt n > 1)



Rekurziéval definialt sorozatok

Minden n € N-re adott egy
an = KIF,(ag,a1,...,ap—1)
alaka feltétel, ahol KIF,, egy olyan  kifejezés” (R" — R fgv.),
amely az ag,ay,...,a,_1 értékekbsl kiszamol egy szamot.
»Egy elem definici6janal hivatkozhatunk korabbi sorozatelemekre.”
Péeldak ilyen feltételekre:
alooza%-l—a%-}—----l—a%g.
ass = 3ai5a22a40 — V/2a47 + 13.

an = ,az n-edik tizedesjegye sin a,,_1-nek’. (itt n > 1)
A jobb oldalnak nem kell az &sszes ag, ..., a,_1 elemtél tény-

legesen fiiggnie (,agy is fiigghet, hogy nem fiigg"). Sét, pl. az
a7y = 100 feltétel is megengedett, ami egyaltalan nem ,hivatko-
zik" mas elemekre. (Az ag elemhez tartozé feltétel mindig ilyen.)



Rekurziéval definialt sorozatok

Minden n € N-re adott egy

an = KIF,(ag,a1,...,ap—1)
alaka feltétel, ahol KIF,, egy olyan  kifejezés” (R" — R fgv.),
amely az ag,ay,...,a,_1 értékekbsl kiszamol egy szamot.

(Egy ilyen feltételrendszert rekurziénak neveziink.) Kénnydi latni,
hogy pontosan egy (a,)o2, sorozat teljesiti az Gsszes feltételt:
Az ag, a1, a9, ... sorozatelemeket egyértelmiien meghatarozzak
a hozzajuk tartozé feltételek, ha ebben a sorrendben haladva
,olvassuk el Gket".

Példaul legyen a feltételrendszer a kdvetkezé:
ag = 1;

an:a[2)+a%+---+afl_1, han>1.
Vilagos, hogy ezt egyetlen sorozat elégiti ki:
1,1,2,6,42, 1806, .. .



Rekurziéval definialt sorozatok

Minden n € N-re adott egy

an = KIF,(ag,a1,...,ap—1)
alaka feltétel, ahol KIF,, egy olyan  kifejezés” (R" — R fgv.),
amely az ag,ay,...,a,_1 értékekbsl kiszamol egy szamot.

(Egy ilyen feltételrendszert rekurziénak neveziink.) Kénnydi latni,
hogy pontosan egy (a,)o2, sorozat teljesiti az Gsszes feltételt:
Az ag, a1, a9, ... sorozatelemeket egyértelmiien meghatarozzak
a hozzajuk tartozé feltételek, ha ebben a sorrendben haladva
,olvassuk el Gket".

Az igy kapott (an)7°, sorozatot a fenti rekurzidval definialt so-
rozatnak szokas nevezni.



Definicié. Az
Fy=1,
n=1,
Fo=F, 1+ F, 2, han2>2
rekurziéval definialt sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik, az

F,, szamot pedig az n-edik Fibonacci-szamnak.

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, . ..



. ea. Két hires sorozat 2/8
Definicié. Az
Fo=1,
F =1,
F,=F, 1+ F, 9 han>2
rekurziéval definialt sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik, az
F,, szamot pedig az n-edik Fibonacci-szamnak.
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, . ..

Megjegyzés. Sok helyen az Fy = 0, F} = 1 kezd6értékekkel
definialjak a Fibonacci-sorozatot, de ez a lényegen nem valtoztat,
csak 1-gyel eltolédik a Fibonacci-szamok indexelése, mert igy a
0,1,1,2,3,5,8,13,... sorozathoz jutunk. Ez csak megallapodas
kérdése; mi a fenti definiciét hasznaljuk a tovabbiakban.



Két hires sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Co=)Y CrCpik, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevez-
zik: 1,1,2, 5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862, . ..



Két hires sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Co=)Y CrCpik, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevez-
zik: 1,1,2, 5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Co=1



Két hires sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Co=)Y CrCpik, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevez-
zik: 1,1,2, 5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Co=1

C1=CyCh=1



Két hires sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Co=)Y CrCpik, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevez-
zik: 1,1,2, 5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Co=1

C1=CyCh=1

Cy=CoC1 +C1CH=2



Két hires sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Co=)Y CrCpik, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevez-
zik: 1,1,2, 5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862, . ..

Co=1

C1=CyCh=1

Cy=CoC1 +C1CH=2

C3=CyCy+ C1C1 +CoCyH =5



Két hires sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Co=)Y CrCpik, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevez-
zik: 1,1,2,5,14,42,132, 429, 1430, 4862, . . .

Co=1

C1=CyCh=1

Cy=CoC1 +C1CH=2

C3=CyCy+ C1C1 +CoCyH =5

Cy=CyCs+ C1Cy + CoCy + C3Cy = 14



Két hires sorozat

Definicié. A

Co=1;
n—1

Co=)Y CrCpik, han>1
k=0

rekurziéval definialt sorozat elemeit Catalan-szamoknak nevez-
zik: 1,1,2,5,14,42,132, 429, 1430, 4862, . . .

Co=1

C1=CogCh=1

Cy=CoC1 +C1CH=2

C3=CyCy+ C1C1 +CoCy =5

Cy=CyCs+ C1Cy + CoCy + C3Cy = 14

Cs5 = CoCy + C1C5 + CoCy + C3C1 + C4Cy = 42



Rekurziék a kombinatorikaban

Ha egy 0sszeszamlalasi probléma visszavezethets ugyanezen prob-
léma , kisebb méretli” (paraméterii) valtozatainak megoldasara,
akkor ez a visszavezetés egy rekurziv dsszefliggést ad a kiilon-
b6z6 méretekhez tartozé valaszok kozott.



Rekurziék a kombinatorikaban

Ha egy 0sszeszamlalasi probléma visszavezethets ugyanezen prob-
léma , kisebb méretli” (paraméterii) valtozatainak megoldasara,
akkor ez a visszavezetés egy rekurziv dsszefliggést ad a kiilon-
b6z6 méretekhez tartozé valaszok kozott.

Lattunk mar ilyet:

1. példa: Ha s, jeldli az [n] halmaz sorbaallitasainak szamat,
akkor s, = nsp—1 (han > 2). (Az 'n’ elem helyének megvalasz-
tasa utan a probléma , kisebb méretli” valtozatat kell megoldani:
hogy az [n — 1] halmaznak hany sorbaallitasa van.) Ez a rekurziv
osszefiiggés (plusz az s1 = 1) az s,, = n! sorozatot definialja.



Rekurziék a kombinatorikaban

Ha egy 0sszeszamlalasi probléma visszavezethets ugyanezen prob-
léma , kisebb méretli” (paraméterii) valtozatainak megoldasara,
akkor ez a visszavezetés egy rekurziv dsszefliggést ad a kiilon-
b6z6 méretekhez tartozé valaszok kozott.

Lattunk mar ilyet:

1. példa: Ha s, jeldli az [n] halmaz sorbaallitasainak szamat,
akkor s, = nsp—1 (han > 2). (Az 'n’ elem helyének megvalasz-
tasa utan a probléma , kisebb méretli” valtozatat kell megoldani:
hogy az [n — 1] halmaznak hany sorbaallitasa van.) Ez a rekurziv
osszefiiggés (plusz az s1 = 1) az s,, = n! sorozatot definialja.

Megjegyzés. Tobb paraméter esetén az ilyen visszavezetések
tobbparaméteres rekurziékhoz vezetnek (nem nehéz kitalalni, h.
ez mit jelent, csak azt kell tisztazni, hogy mit értiink korabbi
elemeken): Lasd pl. rekurzié az (Z) binomialis egyiitthatokra.



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es tégla-
lapot 1x1-es négyzetekkel és 1x2-es domindkkal?
Példaul n = 5 esetén 8 ilyen parkettazas van:



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es tégla-
lapot 1x1-es négyzetekkel és 1x2-es domindkkal?
Példaul n = 5 esetén 8 ilyen parkettazas van:

(IITT1] C 111 117 111
(T 1 C T 1771 CIT1T 71 1T 1
Megoldas. Ha a téglalapunk bal szélére egy 1x1-es négyzetet
tesziink, akkor utana még egy 1x(n — 1)-es téglalapot kell le-
parkettazni a feladatbeli parkettakkal. Ha pedig a téglalapunk

bal szélére egy 1x2-es dominét tesziink, akkor utdna még egy
1x(n — 2)-es téglalapot kell leparkettazni:

vagy



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es tégla-
lapot 1x1-es négyzetekkel és 1x2-es domindkkal?
Példaul n = 5 esetén 8 ilyen parkettazas van:

(IITT1] C 111 117 111
(T 1 C T 1771 CIT1T 71 1T 1
Megoldas. Ha a téglalapunk bal szélére egy 1x1-es négyzetet
tesziink, akkor utana még egy 1x(n — 1)-es téglalapot kell le-
parkettazni a feladatbeli parkettakkal. Ha pedig a téglalapunk

bal szélére egy 1x2-es dominét tesziink, akkor utdna még egy
1x(n — 2)-es téglalapot kell leparkettazni:

vagy
Tehat ha tudjuk, hogy az 1x(n — 1)-es és 1x(n — 2)-es tégla-
lapokat hanyféleképpen lehet leparkettazni, akkor egyszeri meg-
valaszolni a kérdést az 1xn-es téglalapra is.



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es tégla-
lapot 1x1-es négyzetekkel és 1x2-es domindkkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor
(%) ap = ap—1 + ap—2 (han>2),
mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama,

amelyek 1x1-es parkettaval kezdédnek; a,_o pedig azon par-
kettazasok szama, amelyek 1x2-es parkettaval kezdédnek:

1x (n—1) +
N——— N————’

Qpn—1 lehet8ség Qp—2 lehetdség



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es tégla-
lapot 1x1-es négyzetekkel és 1x2-es domindkkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor
(%) ap = ap—1 + ap—2 (han>2),
mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama,

amelyek 1x1-es parkettaval kezdédnek; a,_o pedig azon par-
kettazasok szama, amelyek 1x2-es parkettaval kezdédnek:

1x(n—1) —+ 1x(n—2)
—_— —
Qpn—1 lehet8ség Qp—2 lehetdség

Mivel ap = 1, a1 = 1, ezért az (ay),_, sorozat a Fibonacci-
sorozat (hiszen eleget tesz a Fibonacci-sorozatot definialé (x)
rekurziénak és a kezdéfeltételeknek is).



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es tégla-
lapot 1x1-es négyzetekkel és 1x2-es domindkkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor
(%) ap = ap—1 + ap—2 (han>2),
mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama,

amelyek 1x1-es parkettaval kezdédnek; a,_o pedig azon par-
kettazasok szama, amelyek 1x2-es parkettaval kezdédnek:

1x(n—1) —+ 1x(n—2)
—_— —
Qpn—1 lehet8ség Qp—2 lehetdség

Mivel ag = 1, a1 = 1, ezért az (an)zozo sorozat a Fibonacci-
sorozat (hiszen eleget tesz a Fibonacci-sorozatot definialé (x)
rekurziénak és a kezdéfeltételeknek is). ag jelentése nem teljesen
vilagos. De ahhoz, hogy as értékét helyesen adja meg a fenti
gondolatmenet (ag = 2), az ap-t 1-nek KELL tekinteni.



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

2. példa: Hanyféleképpen lehet leparkettazni egy 1xn-es tégla-
lapot 1x1-es négyzetekkel és 1x2-es domindkkal?

Megoldas. Ha a,, jeldli a feladatra adott valaszt, akkor
(%) ap = ap—1 + ap—2 (han>2),
mert a,_1 az 1xn-es téglalap azon parkettazasainak szama,

amelyek 1x1-es parkettaval kezdédnek; a,_o pedig azon par-
kettazasok szama, amelyek 1x2-es parkettaval kezdédnek:

1x(n—1) —+ 1x(n—2)
—_— —
Qpn—1 lehet8ség Qp—2 lehetdség

Mivel ag = 1, a1 = 1, ezért az (an)zozo sorozat a Fibonacci-
sorozat (hiszen eleget tesz a Fibonacci-sorozatot definialé (x)
rekurziénak és a kezddfeltételeknek is).

Tehat F),-féleképpen lehet leparkettazni az 1xn-es téglalapot,
ahol F,, az n-edik Fibonacci-szam. O



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

Erdemes kiilon kiemelni a kapott eredményt:

Tétel. Az F,, Fibonacci-szam az 1xn-es téglalap 1x1-es és
1x2-es parkettakkal torténd parkettazasait szamolja meg.




A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

Erdemes kiilon kiemelni a kapott eredményt:

Tétel. Az F,, Fibonacci-szam az 1xn-es téglalap 1x1-es és
1x2-es parkettakkal torténé parkettazasait szamolja meg.

Egy alkalmazas (nem vizsgaanyag).

2,
> (") -

56 70 56 28 8
36 84 126 126 84 36 9

10 45 120 210 252 210 120 45

1
1
10 1

Kép forrasa: Wikipedia



A Fibonacci-szamok (egy) kombinatorikus definici6ja

Erdemes kiilon kiemelni a kapott eredményt:

Tétel. Az F,, Fibonacci-szam az 1xn-es téglalap 1x1-es és
1x2-es parkettakkal torténd parkettazasait szamolja meg.

Egy alkalmazas (nem vizsgaanyag).

2,
)

k=0

Bizonyitas. Mindkét oldal az 1xn-es téglalap (tételbeli) parket-
tazasait szamolja meg. A bal oldal az 1x2-es parkettdk szama
szerint osztalyoz: (”;k) azon parkettazasok szama, amelyekben

k darab 1x2-es parketta van (és n — 2k darab 1x1-es). O



3. példa: (NEM vizsgaanyag.)



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a
(0,0) pontbdl az (n,n) pontba (egységhosszii) — és 1 lépésekkel
agy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes folé?

Példaul n = 4 esetén 14 ilyen Gt van:

A A A
A
pap el



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a
(0,0) pontbdl az (n,n) pontba (egységhosszii) — és 1 lépésekkel
agy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes folé?
Megoldas. Jeldlje a valaszt ¢,. Belatjuk a kovetkezs rekurziét:
n—1
co = 1. Cn = chcn,l,k, han > 1.
k=0



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a
(0,0) pontbdl az (n,n) pontba (egységhosszi) — és 1 lépésekkel
agy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes folé?
Megoldas. Jeldlje a valaszt ¢,. Belatjuk a kovetkezs rekurziét:
n—1
co = 1. Cn = chcn,l,k, han > 1.
k=0
co = 1 nyilvanval6, mert n = 0 esetén a kezd6pont megegyezik
a végcéllal, igy egyetlen ,eljutasi lehetéség” van: ha nem lépiink
egyet sem.



3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a
(0,0) pontbdl az (n,n) pontba (egységhosszii) — és 1 lépésekkel
agy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes folé?

Megoldas. Jeldlje a valaszt ¢,. Belatjuk a kovetkezs rekurziét:

n—1
co = 1. Cn = chcn,l,k, han > 1.
k=0
Legyen n > 1. Ekkor minden megszamolandé ,atnak” a végpon-
tot leszamitva is van pontja az y = x 4tlén (pl. a kezd6pont).




3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a
(0,0) pontbdl az (n,n) pontba (egységhosszii) — és 1 lépésekkel
agy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes f6lé?
Megoldas. Jeldlje a valaszt ¢,. Belatjuk a kovetkezs rekurziét:
n—1
co = 1. Cn = chcn,l,k, han > 1.
k=0
Legyen n > 1. Ekkor minden megszamolandé ,atnak” a végpon-
tot leszamitva is van pontja az y = x 4tlén (pl. a kezd6pont).
2) CrLCn—1—k azokat az utakat szamolja meg,
amelyek a (k, k) pontban lépnek utoljara az
atléra a végpont elétt (K =0,1,...,n—1):




3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a
(0,0) pontbdl az (n,n) pontba (egységhosszii) — és 1 lépésekkel
agy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes f6lé?
Megoldas. Jeldlje a valaszt ¢,. Belatjuk a kovetkezs rekurziét:
n—1
co = 1. Cn = chcn,l,k, han > 1.
k=0
Legyen n > 1. Ekkor minden megszamolandé ,atnak” a végpon-
tot leszamitva is van pontja az y = x 4tlén (pl. a kezd6pont).
() CrLCn—1—k azokat az utakat szamolja meg,
amelyek a (k, k) pontban lépnek utoljara az

atléra a végpont elétt (K =0,1,...,n—1):

A (0,0)~>(k, k) szakaszra ¢y, lehetSség van;

az abran pirossal jelolt két |épés fix;

a (k+1,k)~>(n,n—1) szakaszra ¢, 1 leh. van.




3. példa: Hanyféleképpen lehet eljutni a Z x Z négyzetracson a
(0,0) pontbdl az (n,n) pontba (egységhosszii) — és 1 lépésekkel
agy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes folé?
Megoldas. Jeldlje a valaszt ¢,. Belatjuk a kovetkezs rekurziét:
n—1
co = 1. Cn = chcn,l,k, han > 1.
k=0
Ez a rekurzié éppen a Catalan-szamok sorozatat definialé rekur-
zi6, igy a feladatra adott valasz az n-edik Catalan-szam. U



A Fibonacci-szamok zart alakja

Tétel. (A Fibonacci-szamok zart alakja.)

(5 )




A Fibonacci-szamok zart alakja

Tétel. (A Fibonacci-szamok zart alakja.)

F_i 1+\/5n+1_ 1_\/571—!—1
"B 2 2 '
Bizonyitas. A Fibonacci-szamokat definialé (masodrendd) line-

aris rekurziét az éran tanultak szerint megoldva a tételbeli zart
alakot kapjuk. O




A Catalan-szamok zart alakja

Tétel. (A Catalan-szamok zart alakja.)




A Catalan-szamok zart alakja

Tétel. (A Catalan-szamok zart alakja.)
1 [2n (2n)!

O — =——

n+1\n nl(n + 1)!

A tételt nem bizonyitjuk. A korabbi 3. példa szerint a C), Catalan-
szam megszamolja azokat a — és 1 |épésekbdl all6 (0,0) ~
(n,n) utakat, amelyek soha nem lépnek az y = x egyenes folé.
Ezeket az utakat dssze lehet szamolni elemi médon is (triikko-
sen), és szamukra (") adodik. A részletek megtalalhatok
Hajnal Péter Osszeszamlalasi problémak cimii kdnyvének vonat-
koz6 fejezetében.




