9. OsszZEFUGGOSEG, FAK
Az elSadast kiegészits feladatok
1. Bizonyitsuk be, hogy minden legaldbb két pontu fanak van levele, legalabb kettd.
2. Bizonyitsuk be, hogy egy faban barmely két csics kdzott pontosan egy ut létezik.
3. Mutassuk meg, hogy tetszéleges fan dghajtas opericidt végrehajtva ismét fat kapunk.
4. Mutassuk meg, hogy egy fa tetszdleges levelének torlése utan a kapott graf is fa lesz.

5. Legyen T egy fa, és v egy tetszGleges csucsa T-nek. Mutassuk meg, hogy T felépithets a
v cstiecsbol kiindulva dghajtas operaciokkal.

Gyakorl6 feladatok

6. Korszertien elhelyeziink 14 cstcsot, és a negyedszomszédosakat 6sszekotjiik. Hany kompo-
nense lesz a kapott grafnak?

7. Az dbran lathato karikdk egy telken l1évs gyiimolesfakat jelolik.
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Az A-val jelolt fan egy cinke, a B-vel jelolt fan egy rigo il. Mindkét madar az egyik farol csak
a legkozelebbi ENy-i, EK-i, DNy-i vagy DK-i iranyban 1évé fak egyikére repiil. Lehetséges-e,
hogy valamikor mindkett§ ugyanazon a fan il?
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8. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G Osszefiiggs graf egy korébsl elhagyunk egy élt, akkor a
maradék graf is Osszefiiggs lesz.

9. Igazoljuk, hogy egy graf akkor és csak akkor nem Gsszefiiggs, ha pontjait két nemiires
osztalyba tudjuk sorolni gy, hogy kiilénb6z8 osztalybeli pontok kozott ne vezessen él.

10. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges G egyszeri grafra G vagy G Osszefiiggd.

11. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n ponta egyszeri grafban minden pont foka legaldbb n,
akkor a graf Osszefliggd.

12. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti egyszerd grafnak legalabb %2("72) + 1 éle van,

akkor Osszefliggs. Igaz marad-e az allitas, ha a grafnak csak % éle van?

13. Mutassuk meg, hogy egy Osszefliggd graftban barmely két leghosszabb tutnak van koézos
pontja.

14. Igazoljuk, hogy egy T fanak legalabb A(T') levele van, ahol A(T") a maximaélis fokszamot
jeloli T-ben.

15. Egy 210 pontu faban minden cstcs foka 1 vagy 3. Hany levele van a fanak?
16. Mutassuk meg, hogy egy n pontu 6sszefliggs grafnak legalabb n — 1 éle van.
17. Létezik-e olyan Osszefligg$ graf, amelynek fokszamsorozata 1,1,1,1,1,1,1,2,2,3,47

18. Igazoljuk, hogy barmely legaldbb kétpontiu Gsszefiiggs grafban van olyan cstucs, amelyet
elhagyva a maradék graf is Gsszefliggd. [11.33]

19. Igazoljuk, hogy ha egy (legalabb 2 pontu) teljes graf éleit pirosra és kékre szinezziik,
akkor kialakul olyan feszit6fa, melynek minden éle ugyanolyan szind.



20. Egy G grafban nincs kor, G komponenseinek szama c. Bizonyitsuk be, hogy G éleinek
szédma n — c.

21. Igazoljuk, hogy ha egy n pontu grafnak legaldbb n éle van, akkor a graf tartalmaz
kort.

22. Melyek azok a koérmentes grafok, amelyek komplementere is kérmentes? Adja meg az
Osszes megfelels grafot és igazolja, hogy nem hagyott ki egyet sem.

23. Bizonyitsuk be, hogy egy 2n éli fa élhalmaza felbonthato n darab diszjunkt parra, ahol
egy parban szomszédos élek szerepelnek. [11.24]

24. Jeloljiink ki egy faban 4 levelet. Mutassuk meg, hogy ezek Gsszeparosithatok ugy, hogy
a parok éldiszjunkt utakkal legyenek Osszekotve.

25. a) Mutassuk meg, hogy egy Osszefliggd grafban barmely két leghosszabb ttnak van koézos
pontja.

b) Mutassuk meg, hogy egy faban a leghosszabb utak lefoghatok egyetlen ponttal. (Azaz
van olyan pont a faban, amelyen az 6sszes maximalis hosszisagu ut athalad.)
Megjegyzés: Megadhato olyan Osszefiiggs (nem fa) graf, amelyben nincs ilyen pont. (De
nem konnyt ilyen grafot talalni.)

26." Legyenek Ty, ..., Ty egy T fa Osszefiiggs részgrafjai. Bizonyitsuk be, hogy ha barmelyik
két T; és T; fanak van kozos pontja, akkor van olyan pont, amely az 0sszes Tj-n rajta van.

27. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf nem tartalmaz paratlan (hosszu) kort, akkor a graf
cstcsait ki lehet szinezni két szinnel dgy, hogy minden él két végpontja kiilonb6z6 szind
legyen.

28." Egy kozépkori orszdgban 1000 véaros van, és bizonyos varosok kozvetlen foldattal vannak
Osszekotve (csak varosokban van utkeresztezddés). Ezen az tthalozaton barmelyik varosbol
barmelyik méasikba el lehet jutni. Az uralkodé szeretne bizonyos foldutakat lekdveztetni tgy,
hogy minden véarosbdl paratlan sok kévesit induljon ki. Mutassuk meg, hogy ez megtehetd.

29.7" Egy nxn-es tablazat minden mezdjében egy-egy bet van. A tablazat barmely két
sora kiilonb6z6. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatnak van olyan oszlopa, amelyet elhagyva a
megmaradé tablazatnak sincs két egyezs sora.

Segitség: Probaljunk indirekten bizonyitani, és vezessiink be egy grafot. Hasznaljuk (iigyesen)
a 21. feladatot.



