9. FAK
Az el6adast kiegészits feladatok
1. Bizonyitsuk be, hogy minden legaldbb két pontu fanak van levele, legalabb kettd.
2. Bizonyitsuk be, hogy egy faban barmely két csics kdzott pontosan egy ut létezik.
3. Mutassuk meg, hogy tetsz&leges fan aghajtas operaciot végrehajtva ismét fat kapunk.
4. Mutassuk meg, hogy egy fa tetszdleges levelének torlése utan a kapott graf is fa lesz.

5. Legyen T egy fa, és v egy tetszGleges csucsa T-nek. Mutassuk meg, hogy T felépithets a
v csucsbol kiindulva aghajtas operacidkkal.

Gyakorl6 feladatok

6. Igazoljuk, hogy egy T fanak legalabb A(T') levele van, ahol A(T') a maximalis fokszamot
jeloli T-ben.

7. Egy 210 pontu faban minden cstcs foka 1 vagy 3. Hany levele van a fanak?
8. Mutassuk meg, hogy egy n pontiu Osszefiiggs grafnak legalabb n — 1 éle van.
9. Létezik-e olyan Osszefliggd graf, amelynek fokszamsorozata 1,1,1,1,1,1,1,2,2,3,47

10. Igazoljuk, hogy barmely legalabb kétpontu Osszefiigg grafban van olyan cstcs, amelyet
elhagyva a maradék graf is Osszefiiggd. [11.33]

11. Igazoljuk, hogy ha egy (legalabb 2 pontu) teljes graf éleit pirosra és kékre szinezziik,
akkor kialakul olyan feszitéfa, melynek minden éle ugyanolyan szind.

12. Egy G grafban nincs kor, G komponenseinek szédma c. Bizonyitsuk be, hogy G éleinek
szédma n — c.

13. Igazoljuk, hogy ha egy n ponti grafnak legaldbb n éle van, akkor a graf tartalmaz
kort.

14. Bizonyitsuk be, hogy egy 2n éld fa élhalmaza felbonthatdé n darab diszjunkt parra, ahol
egy parban szomszédos élek szerepelnek. [11.24]

15. Jeloljiink ki egy faban 4 levelet. Mutassuk meg, hogy ezek Gsszeparosithatok tugy, hogy
a parok éldiszjunkt utakkal legyenek Gsszekotve.

16. a) Mutassuk meg, hogy egy Osszefliggs grafban barmely két leghosszabb utnak van kézos
pontja.

b) Mutassuk meg, hogy egy faban a leghosszabb utak lefoghatok egyetlen ponttal. (Azaz
van olyan pont a faban, amelyen az Gsszes maximalis hosszusagu ut athalad.)
Megjegyzés: Megadhato olyan 6sszefiiggd (nem fa) graf, amelyben nincs ilyen pont. (De
nem konnyti ilyen grafot talalni.)

17.7 Legyenek 11, ..., T} egy T fa Osszefiiggs részgrafjai. Bizonyitsuk be, hogy ha barmelyik
két T; és T; fanak van kozos pontja, akkor van olyan pont, amely az 0sszes Tj-n rajta van.

18. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf nem tartalmaz paratlan (hosszu) kort, akkor a graf
cstcsait ki lehet szinezni két szinnel dgy, hogy minden él két végpontja kiilonb6z8 szind
legyen.

19.7 Egy kozépkori orszagban 1000 varos van, és bizonyos varosok kozvetlen folduttal vannak
osszekotve (csak varosokban van utkeresztezédés). Ezen az uthalézaton barmelyik varosbol
barmelyik mésikba el lehet jutni. Az uralkod6 szeretne bizonyos foldutakat lekdveztetni ugy,
hogy minden véarosbdél paratlan sok kévesit induljon ki. Mutassuk meg, hogy ez megtehetd.



20.7 Egy nxn-es tédblazat minden mez&jében egy-egy betd van. A téblazat barmely két
sora kiilénbo6z§. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatnak van olyan oszlopa, amelyet elhagyva a
megmarado tablazatnak sincs két egyezs sora.

Segitség: Probaljunk indirekten bizonyitani, és vezessiink be egy grafot. Hasznaljuk (iigyesen)
a 13. feladatot.



