8. SETAK, VONALAK, UTAK, KOROK
1. Mutassuk meg, hogy ha egy griafban pontosan két paratlan foku csiics van, akkor vezet
koztiik at.

2. Egy nagy haz minden olyan szobajaban van TV-késziilék, amelyiknek péaratlan sok ajtaja
van. Csak egy bejarata van a héznak. Mutassuk meg, hogy ezen a bejaraton bemenve mindig
eljuthatunk egy olyan szobaba, amelyikben van TV.

3. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka legalabb 2, akkor a graf tartalmaz kort.

4. A G egyszerd grafban minden pont foka legalabb . Bizonyitsuk be, hogy G-ben van
(legalabb) ¢ hosszu 1t.

5. Bizonyitsuk be a kévetkezdket:
a) Ha egy graf 2-reguléris, akkor minden komponense kor.
b) Ha egy grafban minden pont foka legfeljebb 2, akkor a grafnak minden komponense
ut vagy kor (ahol az ut komponens 1 ponti, azaz izolalt csucs is lehet).

MEGJEGYZES. Ezek ,akkor és csak akkor” allitdsok, ugyanis a masik iranyok nyilvanvalok.

6. Legyen G egy olyan graf, amelyben minden csics fokszama péaros. Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza korck élhalmazainak diszjunkt unibja.

7. Az alabbi harom alakzat koziil melyek rajzolhatok le a ceruza felemelése nélkiil agy, hogy
minden vonalat egyszer és csak egyszer hizunk meg?
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8. Az alabbi grafok koziil melyekben van nyilt, illetve zart Euler-vonal? (Ha van, akkor adjuk
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9. A G egyszeri cstucshalmaza {1,...,100}, tovabbé az i és j csicsok pontosan akkor Gssze-
kotottek, ha 1 < |[i — j| < 2. Van-e nyilt, illetve zart Euler-vonal G-ben? (Ha igen, adjuk is
meg.)

10. a) A H,, egyszert graf cstucsai az n hosszu 0-1 (bit)sorozatok (n > 1), és két csucs

pontosan akkor 6sszekotott, ha a megfelelg bitsorozatok (pontosan) egy bitben térnek el.
Van-e Euler-vonal H,-ben? (Ezt a H,, grafot az n dimenziés (hiper)kockagrafnak nevezik.)

b) Legyen n > 2. A H, graf csiicshalmaza ugyanaz, mint H,, csticshalmaza, és H,-ben keét
cstcs pontosan akkor 6sszekotott, ha két bitben térnek el. Van-e Euler-vonal Hn—ben?

11. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka péros, akkor a graf irdnyithato dgy,
hogy a kapott irdanyitott grafban minden pont kifoka megegyezzen a befokaval.

12. Bizonyitsuk be, hogy minden 0Osszefiiggs graf bejarhatd zart sétaval tgy, hogy minden
élen pontosan kétszer haladunk végig.

13. Igazoljuk, hogy egy 4-regularis egyszeri graf éleit kiszinezhetjiik pirossal és kékkel tgy,
hogy minden cstcsra két piros és két kék illeszkedjen.
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14. Egy dominé két Osszeragasztott négyzetbdl all, mely négyzeteken a 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy
6 szam van (pottyokkel jelezve). Minden konfiguracio elsfordul, igy Osszesen 7 + (;) = 28
kiilonb6z6 domind van. Le lehet-e rakni ezt a 28 dominét korszertien gy, hogy a szomszédos
domindk érintkezd fele mindig ugyanannyi pottyot tartalmazzon?

15. Dontsiik el, hogy az alabbi grafokban van-e Hamilton-ut, Hamilton-kor:

G G,

G,
G;
¢,

16. Az el6z6 feladat G5 grafjanak mintajara definidlhatjuk a négyzetracs-grafokat (a Gy a
4% 7-es négyzetracs-graf). Mely m, n-ekre van Hamilton-kor az mxn-es négyzetracs-grafban?

17. a) 12 ember vesz részt egy vacsoran. Mindenki legalabb 6 embert ismer a tarsasagbol.
(Az ismeretségek kolesonosek.) Bizonyitsuk be, hogy le tudnak tgy iilni egy kor alaku asztal
mellé, hogy mindenki ismeri a két szomszédjat.

b) Késve megérkezik Andras, aki legalabb 7 embert ismer a jelenlévék koziil. Igazoljuk, hogy
Andréassal egyiitt a 13 ember le tud iilni az el6z6ek szerint.

c¢) Akkor is tudnénk-e ezt, ha Andras csak 6 embert ismerne?

18. Van-e Hamilton-kor a H,, hiperkockagrafban?
19. Bejarhato-e a 4x4-es sakktéabla lougrasokkal tigy, hogy minden mezére egyszer 1épiink?

20. Egy 3x3x3 mérett sajtkocka 27 kis kockabdl all. Egy egér a kis kockakat egyesével tervezi
elfogyasztani ugy, hogy egy kis kocka utan mindig olyan kocka kovetkezzen, amelyiknek az
épp elfogyasztottal van kozos lapja. Az egér az egyik sarokbol kezdi a lakomaéat. El tudja-e
fogyasztani a teljes sajtot ut, hogy utoljara olyan kockét fogyasszon, aminek van kozos lapja
az elsével?

21. Igazoljuk, hogy a {1,2,...,16} halmaz 3-elemt részhalmazait el lehet helyezni korszertien
agy, hogy a szomszédos halmazok mindig diszjunktak legyenek.

22. Igazoljuk, hogy ha egy 2n+1 pontia egyszert grafban minden pont foka legalabb n, akkor
a graf tartalmaz Hamilton-utat. (Segitség: Vezessiik vissza a Dirac-tételre a feladatot.)

23. (Reédei tétele.) Egy bajnoksagon mindenki egyszer jatszott mindenkivel. Dontetlen nincs.
Igazoljuk, hogy a jatékosoknak mindig van egy olyan sorrendje, melyben az elsé legyGzte a
masodikat, a masodik a harmadikat, és igy tovabb, az utols6 el6tti legy6zte az utolsot.



