4. SORBAALLITASOK, ATRENDEZESEK

1. Hanyféleképpen lehet n béastyat elhelyezni az nxn-es sakktablan ugy, hogy semelyik ketts
ne iisse egymast?

2. Hanyféleképpen iilhet le egy kor alaku asztalhoz hét ember? (Két tilésmodot nem tekintiink
kiilonbozonek, ha mindenkinek ugyanaz a két szomszédja.) [4.29]

3. Barbara, Bea, Bori, Balazs és 4 baratjuk (Attila, Andras, Ali és Anna) moziba ment. Mind
a 8 jegy egy sorba, egymas mellé szolt. A 8 ember hany kiilonb6z6 iilésrendben foglalhat
helyet, ha az azonos bettivel kezd6ds keresztneviiek koziil semelyik ketté nem keriil egymas
mellé?

4. Hanyféleképpen &llhat be n véasarlo egy bolt k pénztarahoz fizetni? (A vasarlokat és a
pénztarakat is megkiilonboztetjiik.) [TK. 3.4.8.]

5. a) Tekintsiik azon négyjegytii szamokat, melyek minden jegye kiilonbozs, és nem tartal-
maznak 0-t. Mennyi ezeknek a szamoknak az Gsszege?
b) Es mi a helyzet, ha a 0 szamjegy is megengedett?

6. Hany olyan sorbadllitdsa van az {1,2,...,n} halmaznak, hogy az els6 helyen 4ll6 szam
kivételével minden masik ¢ szamra igaz, hogy i — 1 vagy i + 1 az i el6tt all vahahol?

7. Egy céllovoldében hat lufi log az d4bran lathatd mdodon. A 6 lufit kell egyesével lel6niink tgy,
hogy minden zsinoéron csak az eddig ki nem 16tt legalso lufi célozhato. Hanyféle (megengedett)
sorrendben 16hetjiik le a 6 lufit?

8. Hanyféleképpen lehet a MATEMATIKA sz6 betiiit leirni tigy, hogy a kialakult szoban az
elsé M betd a 6. helyen alljon? (Példaul egy ilyen sz6 az AKIETMAAMT.)

9. Hanyféleképpen lehet leirni a MISSISSIPPI sz6 bettiit tigy, hogy a négy S betd ne keriiljon
egymés mellé? [4.13]

10. Hanyféleképpen lehet leirni a KOMBINATORIKA sz6 bettit tigy, hogy a B és M bettik
ne keriiljenek egyméas mellé?

11. n kiilénb6z6 péar zoknit rakunk be egy mosoégépbe. A mosés utan a zoknikat egyesével
hitizzuk ki a moségépbdl. Hanyféle kihtizasi sorrend esetén lesz az i-edik kihdzott zokni az,

amelyik az els6 part fejezi be? [4.22]
12. Hany nullara végzddik a ((3!)!)! szam? [4.6]
13.7 Bizonyitsuk be az (n!)"*1|(n?)! oszthatésagot, lehetsleg kombinatorikus titon. [4.8]

14. Legyen p,(k) egy n elemd halmaz pontosan k fixponttal rendelkez§ permutacioinak
széma. Bizonyitsuk be, hogy Y ;_, kpn(k) = n!. [4.11]

15.7 Bizonyitsuk be Wilson tételét, mely szerint tetszéleges p primszamra p|(p — 1)! + 1.
Segitség: Szédmoljuk meg, hogy egy szabalyos p-szog csticsai kdzott hany korat tervezhets
agy, hogy minden csticson pontosan egyszer megyiink keresztiil, ha az elforgatassal egymasba
vihet$ korutakat nem kiilonboztetjiik meg. [4.31]

16. Irjuk fel az (x 4y + 2)? polinom kifejtett alakjat (a zarojelek felbontasa utan).



17. a) Mennyi az %9722 monom egyiitthatoja az (z + y + 2)'°° polinomban?

b) Es az #1%92°23° monomé?

18.~ Tekintsiik az alabbi 7: [8] — [8] permutaciot:
(1) =4,7(2)=1,7(3) =3, n(4) =6, n(5) =8, 7(6) =2, n(7) =5, 7(8) =T7.

(Természetesen m-re gondolhatunk a 41368257 sorbaallitasként is.) Hatarozzuk meg 7 inver-
zi0szamat és 7 ciklusainak szamat!

19. Bizonyitsuk be, hogy
i(n,k) =i(n—1,k)+iln—1,k—1)+i(n—1,k—2)+i(n—1,k—3)+---+i(n—1,k—n+1),

ahol i(n,l) = 0 negativ [ esetén. Ezen rekurzi6 segitségével szamitsuk ki i(n, k) értékét néhany
kis n-re és k-ra.

20. Hatarozzuk meg az i(n, 0), i(n, 1), i(n,2), i(n, (5) —1) ési(n, (})) értékeket! [TK. 4.7.4.]

21. Bizonyitsuk be, hogy i(n, k) =i(n, (5) — k).
22. Igazoljuk, hogy tetszéleges € S,, permutécié esetén inv(r) = inv(r1).

23. Igazoljuk, hogy ha n > 2, akkor az [n] halmaznak ugyanannyi paros permutécidja van,
mint paratlan. (Egy permutaciot parosnak neveziink, ha az inverziészama péaros, illetve
paratlannak, ha az inverzidszama paratlan.)

24." a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy 7 € S,, sorbaallitasban két elemet megcseréliink, akkor
7 (inverzidszamanak) paritasa megvaltozik.

b) Nem nehéz latni, hogy az 1,...,n elemek tetszSleges m sorbaallitasabol megkaphato
az 123... n sorbaallitds transzpozicidok végrehajtasaval, ahol transzpozicié alatt két elem
megcserélését értjik. Bizonyitsuk be, hogy ha m péros, akkor ez a miiveletsor mindig paros
sok transzpoziciobol (cserébdl) all, mig ha 7 paratlan, akkor paratlan sokbol.

Megjegyzés: A feladat b) része azt mutatja, hogy egy m € S,, permutéci6é paritdsa megha-
tarozhato agy is, hogy -t transzpozicidkkal atalakitjuk az 123 ... n sorbaallitidssa valahogy,
és a végrehajtott transzpozicidk szamanak paritdsa megadja m paritasat.

25.7 A jol ismert tili-toli jaték gyartasaba hiba csiiszott, és a bal oldali Abran lathato jaték
késziilt el (a 14 és 15 szamok fel lettek cserélve). Bizonyitsuk be, hogy ebbdl a kiinduld
helyzetb6l nem érhetd el a jobb oldali 4bran lathaté szokésos sorrend.
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Segitség: Hasznéljuk az el6zd feladatot.

26.7 Egy bortonben 100 rab raboskodik. A gonosz bortonigazgatod a kovetkezét hirdeti ki
a raboknak: ,Kgy ora milva minden rab homlokara felirok egy valos szamot; ezek kozott
nem lesz két egyforma. Mindenki latja majd a tobbiek szamait, de a sajatjat nem. Ezutan
kaptok egy kis gondolkodési id6t, és mindenkinek véalasztania kell egy piros vagy kék sapkat.
Persze egymas valasztasait nem lathatjatok, és kommunikalni tilos a jaték alatt. Utdna a
homlokotokra irt szdmok nagysag szerinti sorrendje szerint felsorakoztatlak bennetek, és ha
két szomszédos emberen azonos szinii sapkat latok, akkor mindenkinek meghosszabbodik a
biintetése 5 évvel.” Milyen stratégiat talaljanak ki a rabok a hétralévs egy ordban, ha el
akarjak keriilni a biintetést?



27. Véletleniil valasztunk egy permutaciot S,,-bdél. Mi annak a valoszintsége, hogy az 1 elemet
tartalmazo6 ciklus hossza k?

28. Véletleniil valasztunk egy permutaciot S,-bdél. Mi annak a valoszintisége, hogy az 1 és 2
elemek ugyanabban a ciklusban lesznek?

29. Hany olyan permutacidja van [n]-nek, amelyben minden ciklus hossza 27
30. Hany olyan permutacioja van [n]-nek, amelyben minden ciklus hossza paros?
31." Mennyi a ciklusok szama S,, permutaciéiban dsszesen?

32. Igazoljuk, hogy ha n > 2, akkor S,,-ben ugyanannyi paros sok ciklust tartalmazé permu-
tacié van, mint paratlan sok ciklust tartalmazo!

33." Egy varosban csak két csalad kozotti lakascserét lehet elvégezni (t6bb csaladot érinté la-
kascsere tilos), és egy csalad egy nap csak egyszer koltozhet. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges
lakascsere elvégezhets két nap alatt. [4.44]



