12. CSUCSSZINEZESEK, RAMSEY-ELMELET

1.~ Tekintsiik a kovetkezs G (egyszerii) paros grafot: G két szinosztalya A = {uq,...,u,} és
F ={vi,...,v,}, és az u; és vj csticsok pontosan akkor osszekotottek, ha ¢ # j. Szinezziik G
csucsait a moho algoritmussal (1d. el6adas) a kovetkezs sorrendben: wuy, vy, ug, va, .. ., Uy, Up.
a) Hany szint fog kiosztani a moho algoritmus?
b) Mennyi a G graf kromatikus szama?

Tanulsag: El6fordulhat, hogy a mohé algoritmus a optimalisnal joval tobb szin felhasz-
nalasaval szinez (de vo. kovetkezs feladat).

2. A moho szinezési algoritmussal kapott jo szinezés fiigg attol, hogy milyen sorrendben ha-
ladtunk végig a cstucsokon. Az el6z6 feladatban lattuk, hogy eléfordulhat, hogy ,.szerencsétlen”
csucssorrend esetén az algoritmus a kromatikus szamnal tobb szint hasznél fel.

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges G (egyszerti) graf esetén létezik a cstucsoknak olyan sor-
rendje, amely sorrend szerint haladva a moho algoritmus x(G) szint hasznal fel (azaz
optimalisan szinez).

Megjegyzés: Tehat elméletileg a kromatikus szam meghatarozhatd tugy, hogy vessziik a
cstucsok Osszes lehetséges sorrendjét, és minden sorrendre lefuttatjuk a mohé algoritmust: a
kapott jo szinezések kozott el6fordulo legkisebb felhasznalt szinszam lesz a kromatikus szam.
Ezzel a médszerrel az a probléma, hogy nagyon lassi, a cstcsok Osszes lehetséges sorrendje
|V|!, ami jellemzGen oridsi szam.

3. (Hatszin-tétel.) Az Euler-formula segitségével megmutathatod, hogy minden egyszeri
sikgrafban van legfeljebb 6todfoku csics. (A bizonyitas elolvashato az el6adas honlapjan.)
Ezt felhasznalva mutassuk meg, hogy minden egyszerii sikgraf kromatikus szdma legfeljebb 6.

4. a) Legyen G egy Osszefliggs graf, és v egy tetszSleges cstucsa. Mutassuk meg, hogy G
cstucsainak van olyan sorrendje, hogy v az utolsd cstcs, és v-t leszamitva az Gsszes csticsbol
vezet él valamely kés6bbi cstcsba.

b) Igazoljuk, hogy tetszsleges Gsszefiiggs, nem regularis G (egyszert) grafra x(G) < A(G).

5. Legyen G egy hdromszdgmentes graf, amelynek kromatikus szama k. Konstrudlunk G-bél
egy G' grafot a kovetkezSképpen: Kiindulasként vegylik a G graf k darab csucsdiszjunkt
példanyat. n* lehetéségiink van arra, hogy mindegyik példanybol kivalasszunk egy csticsot,
ahol n a G csiicsszamat jeloli. Minden ilyen kivalasztashoz felvesziink egy 4j csticsot, amelyet
Osszekotiink a k kivalasztott cstcesal. Igy egy kn 4+ n* ponta grafhoz jutunk, legyen ez G'.
Mutassuk meg, hogy G’ is haromszogmentes, és kromatikus szama k + 1.

Tanulsag: A feladatban leirt operacié tehat megtartja a haromszégmentességet, és 1-gyel
néveli a kromatikus szamot. Igy a (haromszdgmentes) K; grafbol kiindulva (G := K)
a fenti eljarast ismételgetve a G,G',G"”,G"", ... grafsorozat grafjai mind haromszogmen-
tesek, és az i-edik graf kromatikus szama i. Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy haromszog-
mentes graf kromatikus szama tetszSlegesen nagy lehet (mig egy haromszégmentes graf w
paraméterének értéke csak legfeljebb 2, illetve ha van (nemhurok)éle, akkor pontosan 2).

6. a) Egy versenyen (m — 1)n + 1 ember szerepel. Bizonyitsuk be, hogy van kozottiik m
ember, akik paronként nem ismerik egymast, vagy van egy ember, aki legaldbb n maésikat
ismer.

b) Igaz marad-e az allitas, ha eggyel kevesebb ember vesz részt a versenyen? [16.1]

7. Egy n pontu teljes graf (n > 3) éleit kiszinezziik két szinnel. Bizonyitsuk be, hogy lesz
olyan Hamilton-kor, amely teljesen egyszinti, vagy két egyszint ivbal All. [16.2]

8. Igaz-e, hogy hat irracionalis szdm kozott mindig van hédrom olyan, hogy barmely ketts
Osszege irracionalis?

Segitség: R(3) = 6.



9. 17 ember vesz részt egy partin. Koziiliik barmelyik kett6 vagy nem ismeri egymast, vagy
jo baratok, vagy utaljak egymast. Igazoljuk, hogy van kozottiik 3 olyan ember, akik mind
idegenek egymas szamara, mind jé baratok, vagy mind utaljdk egymast.

10. Az n pontu teljes graf éleit kiszineztiik n szinnel, mindegyik szint felhasznalva (n > 3).
Mutassuk meg, hogy kialakul ,tarka” haromszog, azaz olyan harom pontd kor, amelynek 3
éle 3 kiilénbo6z6 szint kapott.



