8. OssZEFUGGGSEG, SETAK, KOROK
1.7 Korszertien elhelyeziink 14 cstcsot, és a negyedszomszédosakat 6sszekotjiik. Osszefiiggd
lesz-e a kapott graf?

2.7 Az abran lathato karikak egy telken 1évs gylimolcsfakat jelolik.
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Az A-val jelolt fan egy cinke, a B-vel jelolt fan egy rigo iil. Mindkét madar az egyik farél csak
a legkozelebbi ENy-i, EK-i, DNy-i vagy DK-i iranyban 1év6 fak egyikére repiil. Lehetséges-e,
hogy valamikor mindketts ugyanazon a fan il?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G 0Osszefligg graf egy korébdl elhagyunk egy élt, akkor a
maradék graf is Osszefiiggs lesz.

4. Igazoljuk, hogy egy graf akkor és csak akkor nem 6sszefiiggs, ha pontjait két nemiires
osztalyba tudjuk sorolni tgy, hogy kiillénb6z6 osztalybeli pontok kozott ne vezessen él.

5. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G egyszerii grafra G vagy G Osszefiiggd.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n pontu egyszerti grafban minden pont foka legalabb n,
akkor a graf Gsszefliggd.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti egyszert grafnak legalabb (11—1)2& + 1 éle van,
akkor Osszefiiggs. Igaz marad-e az allitas, ha a grafnak csak %2(”72) éle van?

8. Mutassuk meg, hogy egy Osszefiiged grafban barmely két leghosszabb utnak van ko6zos
pontja.

9. Igazoljuk a kovetkezsket:
a) Egy grafban egy zart vonal olyan részgrafot hataroz meg, amelyben minden csics foka
pAaros.
b) Egy grafban egy nyilt vonal olyan részgrafot hataroz meg, amelyben pontosan két
paratlan fokud cstics van: a vonal két végpontja.

10. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban pontosan két paratlan fokd csics van, akkor vezet
koztiik ut.

11. Elsttiink van egy héaz alaprajza, amelyen fel vannak tiintetve a szobak kozotti ajtok is
(lasd abra). A haz barmelyik szobajabol el lehet jutni barmelyik maéasikba, és minden ajto
két kiilonb6zd szobét valaszt el. Szeretnénk egy sétat tenni a hidzban gy, hogy minden ajton
pontosan egyszer megyiink at. (Abbol a szobabol indulunk, amelyikbsl akarunk, és nem
muszaj visszatérni a kiindul6pontba a sétank végén.)
a) Adjunk egy gyors modszert annak eldontésére, hogy lehet-e ilyen sétat tenni a hazban.
b) Az el6z6 pontban kidolgozott modszert alkalmazva dontsiik el, hogy az abran lathato
konkrét hazban létezik-e ilyen séta.




12. Egy nagy haz minden olyan szobajaban van TV-késziilék, amelyiknek paratlan sok ajtaja
van. Csak egy bejarata van a hdznak. Mutassuk meg, hogy ezen a bejaraton bemenve mindig
eljuthatunk egy olyan szobaba, amelyikben van TV.

13. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka legalabb 2, akkor a graf tartalmaz kort.

14. A G egyszerii grafban minden pont foka legalabb §.
a) Bizonyitsuk be, hogy G-ben van (legalabb) § hosszu ut.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha 6 > 2, akkor létezik G-ben ¢-nal hosszabb kor.
(Ebbdl kévetkezik az el6zé feladat is.)

15. Bizonyitsuk be a kdvetkezdket:
a) Ha egy graf 2-reguléris, akkor minden komponense kor.
b) Ha egy grafban minden pont foka legfeljebb 2, akkor a grafnak minden komponense
ut vagy kor (ahol az ut komponens 1 ponti, azaz izolalt csucs is lehet).

MEGJEGYZES. Ezek ,akkor és csak akkor” allitasok, ugyanis a masik iranyok nyilvanvalok.

16. Legyen G egy olyan graf, amelyben minden cstcs fokszama péaros. Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza korok élhalmazainak diszjunkt unidja. [TK. 4.1.12.

177 Egy tarsasagban néhanyan korabbrol mar ismerik egymast, de nem mindenki ismer
mindenkit. Minden este a tarsasag egyik tagja meghivja az Osszes (aktuélis) ismerdsét a
tarsasagbol egy partira, ahol bemutatja Sket egymasnak. Tegyiik fel, hogy mar mindenki
tartott legalabb egy ilyen partit, de Anna és Béla még nem ismer6sok. Igazoljuk, hogy 6k a
kovetkezd partin sem lesznek bemutatva egymasnak.

18.7 Az alabbi grafok koziil melyekben van nyilt, illetve zart Euler-vonal? (Ha van, akkor
adjuk is meg.)
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19.7 A G egyszeri csucshalmaza {1,...,100}, tovibba az i és j cstcsok pontosan akkor
osszekotottek, ha 1 < |i— j| < 2. Van-e nyilt, illetve zart Euler-vonal G-ben? (Ha igen, adjuk
is meg.)

20.7 Az alabbi harom alakzat koziil melyek rajzolhatok le a ceruza felemelése nélkiil ugy,
hogy minden vonalat egyszer és csak egyszer hizunk meg?
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21. a) A H, egyszeri graf cstucsai az n hossza 0-1 (bit)sorozatok (n > 1), és két csics
pontosan akkor oOsszekotott, ha a megfelels bltsorozatok (pontosan) egy bitben térnek el.
Van-e Euler-vonal H,-ben? (Ezt a H,, grafot az n dimenzios (hlper)kockagrafnak nevezik.)

b) A H, graf csicshalmaza ugyanaz, mint H,, csicshalmaza, és H,-ben két cstics pontosan
akkor 0sszekotott, ha két bitben térnek el. Van-e Euler-vonal Hn—ben?

22. Bizonyitsuk be, hogy minden 0sszefligg§ graf bejarhaté zart sétaval gy, hogy minden
élen pontosan kétszer haladunk végig.

23. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka paros, akkor a graf iranyithat6 ugy,
hogy a kapott irdnyitott grafban minden pont kifoka megegyezzen a befokaval. [10.15]
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24. Igazoljuk, hogy egy 4-reguléris egyszerti graf éleit kiszinezhetjiik pirossal és kékkel tugy,
hogy minden cstcsra két piros és két kék illeszkedjen.

25. Egy Osszefiiggs G grafban 2k pontnak van paratlan foka (k > 1). Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza elall k darab éldiszjunkt vonal unidjaként. ElGéllithato-e kevesebb vonal fel-
hasznalasaval is? [10.12]

26. Egy domindé két Osszeragasztott négyzetbdl all, mely négyzeteken a 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy
6 szam van (pottyokkel jelezve). Minden konfiguracio eléfordul, igy Osszesen 7 + (;) = 28
kiilonb6z6 domind van. Le lehet-e rakni ezt a 28 domindt korszertien gy, hogy a szomszédos
dominok érintkezé fele mindig ugyanannyi péttyot tartalmazzon?

27.7 Egy hegycsticsrol két it vezet le a tengerparthoz. Egyik it sem megy a tengerszint ala,
illetve a hegycsicsnal magasabbra. Mutassuk meg, hogy Anita és Béla a két uton haladva
el tud dgy jutni a hegycsucsrol a tengerparthoz, hogy kézben magassaguk végig megegyezik!
(Az utakat ,szép” gorbék irjak le, véges sok emelkedd/lejts szakasszal.)

28. Dontstik el, hogy az alabbi grafokban van-e Hamilton-ut, Hamilton-kor:

G, G,

Gs
G;
G,

29. Az el6z6 feladat Go grafjanak mintajara definidlhatjuk a négyzetracs-grafokat (a Gy a
4 x T-es négyzetracs-graf). Mely m, n-ekre van Hamilton-kor az m xn-es négyzetracs-grafban?

[

30. a) 12 ember vesz részt egy vacsoran. Mindenki legalabb 6 embert ismer a tarsasagbol.
(Az ismeretségek kolcsonosek.) Bizonyitsuk be, hogy le tudnak ugy iilni egy kor alaku asztal
mellé, hogy mindenki ismeri a két szomszédjat.

b) Késve megérkezik Andréas, aki legalabb 7 embert ismer a jelenlévék koziil. Igazoljuk, hogy
Andréassal egyiitt a 13 ember le tud iilni az el6z6ek szerint.

c¢) Akkor is tudnank-e ezt, ha Andras csak 6 embert ismerne?

31. Van-e Hamilton-kér a H,, hiperkockagrafban (lasd 21. feladat)?
32. Bejarhato-e a 4x4-es sakktabla lougrasokkal ugy, hogy minden mezére egyszer lépiink?

33. Egy 3x3x3 méretd sajtkocka 27 kis kockabol all. Egy egér a kis kockakat egyesével tervezi
elfogyasztani tigy, hogy egy kis kocka utan mindig olyan kocka kdévetkezzen, amelyiknek az
épp elfogyasztottal van kozos lapja. Az egér az egyik sarokbol kezdi a lakomat. El tudja-e
fogyasztani a teljes sajtot ut, hogy utoljara olyan kockat fogyasszon, aminek van kozos lapja
az elsGvel?

34. A KG(16,3) Kneser-graf csucshalmaza ([136}), és két csics (részhalmaz) pontosan akkor
0sszekotott, ha diszjunktak. Mutassuk meg, hogy KG(16,3)-ban van Hamilton-kor.
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35. Igazoljuk, hogy ha egy 2n+1 pontia egyszert grafban minden pont foka legalabb n, akkor
a graf tartalmaz Hamilton-utat. (Vezessiik vissza a Dirac-tételre a feladatot.)

36. (Rédei tétele.) Igazoljuk, hogy K, barmely iranyitasiban van irdnyitott Hamilton-tut.
Igaz-e, hogy mindig van Hamilton-kor is?

NEHANY SzZ0 AZ IRANYITOTT GRAFOKROL (NEM VIZSGAANYAG)

Az abran egy iranyitott grafot latunk. Informalisan, az irdnyitatlan (=, hagyoményos”)
grafokbdl élek iranyitasaval nyert matematikai objektumokat irdnyitott grafoknak nevezziik,
ahol élek iranyitasan azt értjiikk, hogy minden él valamelyik végére tesziink egy nyilvéget.
(A preciz definicio, a kés6bb ismertetett fogalmakkal egyiitt, megtalalhato a fogalomtarban.)
Iranyitott grafokkal nem szimmetrikus kapcsolatokat is tudunk modellezni, példaul a fenti
graf kodolhatja azt, hogy egy héttagi csaladban ki kit ajandékozott meg tavaly karacsonykor.

Egy iranyitott grafban egy cstucsnak kétféle fokszama van: Egy cstcs kifoka a csiicsbol
kiindulo élek (nyilvég nélkiili élvégek) szama, a csics befoka pedig a csicsba befutd élek
(nyilvégek) szama. Konnyd meggondolni, hogy minden iranyitott grafban a kifokok Gsszege
megegyezik a befokok Osszegével, és mindkét Ssszeg az élek szamat adja.

Iranyitott grafoknal a séta megfelelGje az iranyitott séta (lasd fogalomtar), amely
mar figyelembe veszi az élek iranyitasat: egy élen mindig csak a nyil irdnyaba haladhatunk
at (mintha ,egyiranya utca” lenne). Az iranyitott vonal, ut, Euler-vonal definicioja analog
modon torténik.

Az Euler-tétel iranyitott grafokra vonatkozo véltozata a kovetkezs: Egy 8 iranyitott
grafban akkor és csak akkor van zdrt iranyitott Euler-vonal, ha G 6sszefliggd és G -ben min-
den pont kifoka megegyezik a befokaval. (Itt az Gsszefliggsség ugy értendd, hogy ha elhagyjuk
az élek iranyitasat, akkor a kapott irdnyitatlan graf legyen 6sszefiiggs.) Az iranyitatlan Euler-
tétel bizonyitasanak megértése utan ezt a tételt nem olyan nehéz belatni.



