1. KOMBINATORIKUS ALAPELVEK, RESZHALMAZOK
1.7 Hany legalabb 6, de legfeljebb 9 karakterbdl 4ll6 jelszo készithets a 26 bettis angol d4bécé
betiit felhasznélva?

2.7 Hany olyan egész szam van 100-t6l 9.999-ig, amely péaros szdmjeggyel kezd6dik és végzs-
dik? Hol melyik kombinatorikus alapelvet hasznéltuk a feladat megoldéasa soran?

3.7 Hany 5-tel oszthaté hétjegyt palindrom szam van?

4. Az alabbi térképpel leirt teriileten a jelzett utakon haladva A-bol B-be kell eljutnunk.
Hany lehet@ségiink van, ha nem térhetiink vissza egy maéar elért csomopontba (tehat mindig
ytavolodunk” A-tol)?

5. Hanyféleképpen lehet elhelyezni a fehér és fekete kiralyt az iires 8x8-as sakktéblara tgy,
hogy ne iissék egymast?

6. Egy dobokockat feldobunk négyszer egymas utan. Hany olyan dobassorozat van, amelyben
van t0bbszor elgforduld dobott érték?

7. Hany olyan egész szam van 0-t6l 999.999-ig, amely tartalmaz 3-as szdmjegyet?
8. Az {1,2,...,10} halmaz hany részhalmaza tartalmaz legalabb egy péaratlan szamot? [3.1]
9. n kiilonbozd csokit két (nemiires) csoportra osztunk. Hanyféle modon tehetjiik ezt meg?

10. Legyen U egy n elemi (alap)halmaz. Hatérozzuk meg azoknak az (X,Y’) paroknak a
szaméat, amelyekre X CY C U. [TK. 3.1.3.]

11. Egy n elemi halmaz Gsszes részhalmaza koziil taldlomra kivilasztunk egyet, majd az
Osszes részhalmaz koziil megint kivalasztunk egyet (uniform modon, egymastol fiiggetleniil).
Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a két kivilasztott részhalmaz koziil egyik

tartalmazza a masikat. [3.11]
12. Az {1,2,...,100} halmaznak hany péaratlan elemszdmu részhalmaza van?

13. Az {1,2,...,100} halmaznak hény olyan részhalmaza van, amelyben az elemek Gsszege
paratlan?

147 A {2,4,6,...,16} halmaz dsszes részhalmazéara kiszamoljuk az elemek &sszegének utolso

szamjegyét. Igazoljuk, hogy minden lehetséges végzidés paros sokszor fordul els!

15.7 (Kis Fermat-tétel.) Igazoljuk kombinatorikus érveléssel, hogy tetszSleges p primszam és
a pozitiv egész esetén p|aP — a.
16. Az alabbiak koziil mely természetes szamokbdl van tébb 1.000.000-ig:

(i) amelyek csak 1, 2 és 5 szamjegyeket tartalmaznak (mindegyiket legalabb egyszer),

(ii) amelyek csak 3, 8 és 9 szamjegyeket tartalmaznak (mindegyiket legalabb egyszer),
(iii) amelyek csak 3, 8 és 0 szamjegyeket tartalmaznak (mindegyiket legalabb egyszer)?

17.
> IR =7
RC[n]

18. Hanyféleképpen bonthatjuk fel az n szamot pozitiv egészek Gsszegére, ha a tagok sorrendje
is szamit, és az egytagu Osszeg is megengedett? (Példaul n = 3 esetén 4 ilyen felbontés van:
1+414+1=1+2=2+1=3))



19.7 Ha M egy egész szamokbol 4ll6 véges halmaz, akkor jeloljiik S(M)-mel azt az dsszeget,
amelyet ugy kapunk, hogy M elemeit csOkkend sorrendbe rendezziik, és a tagokat felvaltva
pozitiv és negativ elGjellel latjuk el. Példaul

5({1,2,5,6,9}) =9—-6+5-2+1=7,  S({3})=3.

Mekkora az S(M) 6sszegek Osszege, ha M befutja az {1,2,3,4,5,6, 7} halmaz Gsszes nemiires
részhalmazat? [3.36]

20. Ki lehet-e Gigy tolteni egy nxn-es tablazatot az 1, 2 és 3 szamokkal, hogy minden sorban,
minden oszlopban és a két atléban is kiilonb6z6 legyen az ott allo elemek Gsszege?

21. Egy egységnyi oldalhosszii négyzetbe elhelyeztiink 6t pontot. Bizonyitsuk be, hogy lesz
koztiik kettd, amelyek tavolsaga legfeljebb v/2/2. [1.25]

22. Igaz-e, hogy minden k természetes szdmnak 1étezik olyan tobbszordse, amely csak 0 és 1
szamjegyeket tartalmaz?

23.7 Egy 6 x 6 mez&bdl allo ,sakktablat” hézagmentesen és atfedés nélkiil dominolapokkal
fediink le. Mindegyik dominoélap két szomszédos mezét takar le. Bizonyitando, hogy a mezéket
elvilasztd b vizszintes és 5 fliggbleges vonal kozott van olyan, amely egyetlen domindlapot
sem vag ketté. (OKTV, 1963.)

24. Egy osztalyban klubok miikddnek. Minden klubnak 3 tagja van, és minden tanulé pon-
tosan 3 klubnak tagja. Igazoljuk, hogy a klubok szdma megegyezik az osztaly tanuléinak
szamaval.

25.7 Egy matematikaversenyen 200 résztvevs vett részt, ahol 6 feladatot kellett megoldaniuk.
Minden feladatra legalabb 120 helyes megoldas érkezett. Bizonyitsuk be, hogy van két olyan

versenyz@, hogy mindegyik probléméat megoldotta legalabb az egyikiik. [IMC]
26. Mutassuk meg, hogy
I~ .. 1 & n
_S == |5 ~mn,
n 4 n < i
]:]_ =1

ahol 7(7) a j szam osztoinak szamét jeloli.

27.% Kombinatorikus érveléssel (kettss leszamlalassal) hozzuk zart alakra az alabbi dsszeget:

1-2:342-3-44-+ (n—2)(n—1)n.



