A POLINOMOK KETFELE SZEMLELETE KOZOTTI KAPCSOLAT

Egy valos egyiitthatos (formaélis) polinomra tekinthetiink R — R fiiggvényként is a meg-
szokott modon: Az a € R szdmhoz azt a szamot rendeljiik, amelyet ugy kapunk, hogy a
polinomban x helyére a-t irunk, és elvégezziik a miiveleteket.”

Nem nehéz meggondolni a kovetkezét:

ALLITAS. a) Két valos egyiitthatés (formalis) polinom akkor és csak akkor egyenld, ha
egyenl6k mint fiiggvény (azaz ha ugyanazt az értéket veszik fel minden pontban).

b) Formaélis polinomok dsszeadéasakor/szorzasakor a polinomoknak megfelel fiiggvények is
dsszeadodnak/dsszeszorzodnak (pontonként).

Az a) allitas szerint két polinom egyenlségét (példaul a binomialis tételt) agy is bizonyit-
hatjuk, hogy megmutatjuk, hogy mint fiiggvény megegyeznek, vagyis barmilyen szdmot is
helyettesitiink x helyére, ugyanazt az értéket veszik fel. S6t, ennél kevesebb is elég:

LEMMA. Ha két legfeljebb n-edfokt polinom ugyanazt az értéket veszi fel n + 1 kiilonbézdé
helyen, akkor a két polinom megegyezik.

Bi1zoNYITAS. A polinomok kiilénbsége egy olyan legfeljebb n-edfokt polinom, amelynek n+ 1
gyoke van, igy az csak az azonosan 0 polinom lehet. U

MEGJIEGYZES. A fentieknek NINCS megfelelGje formélis hatvanysorokra (csak részben),
épp ezért vezettiik be a fogalmat. Példaul a > 7 2" 6 a oo onla™ formalis hat-
vanysorok nyilvan kiilonb6zdk, de ha a kalkulus kurzuson latott értelemben fiiggvénysorként
probalnank értelmezi Sket, akkor megegyeznének: az £ = 0 helyen mindkét sordsszeg 1, az

x # 0 helyeken pedig mindkét sor divergens.

NEHANY HASZNOS HELYETTESITES

Ha az (ak)zzo véges sorozat generatorfliggvénye — ami egy polinom — szép zart alakra hozhato,

akkor ebbél azonnal nyerhets par hasznos informacio a sorozatrol: Attérve a fiiggvényszem-
léletre, az x = 1 helyettesités megadja a sorozatelemek Osszegét; az x = —1 helyettesités
megadja a sorozatelemek véltakozo elGjeli Osszegét; a generatorfiiggvény derivalasaval pedig
megkapjuk a (kay),_, sorozat, vagyis az las,2as, 3as, . . .,na, sorozat generatorfiiggvényét.
(Utobbi végtelen sorozatokra is igaz, lasd formalis hatvanysorok derivalasat késsbb.)

Ezt egy példan keresztiil mutatjuk be. Rogzitett n esetén az (3), (}),..., () binomidlis
egyltthatok generatorfiiggvénye a binomiélis tétel szerint
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I. Ha x = 1-et helyettesitiink (&)-be, akkor a korabban méar bizonyitott osszefliggést kapjuk:

() (=) () () -

II. Ha = —1-et helyettesitiink (&)-be, akkor az
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azonossagot kapjuk. (Mivel n = 0 esetén a bal oldal 1, most a 0° := 1 definicié természetes.)
Kaptuk, hogy n > 1 esetén egy n elemt halmaz péaros elemszamu részhalmazai szaménak és
paratlan elemszamu részhalmazai szamanak kiilénbsége,

() G) () =) ~(0) ()< (5) ) =

4j bizonyitast nyerve arra, hogy egy nemdtires halmaznak ugyanannyi pdros elemszdma rész-
halmaza van, mint pdratlan elemszdmaii.



III. Ha két fiiggvény egyenls, akkor a derivaltjaik is azok, igy (é)-et derivalva megkapjuk
az 1(7),2(3),3(3),...,n(}) sorozat generatorfiiggvényének zart alakjat:
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Ebbél példaul a gyakorlaton bizonyitott azonossag adédik x = 1 helyettesitéssel:
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