9. KOMPONENSEK, UTAK, KOROK
1. Korszertien elhelyeziink 14 csucsot, és a negyedszomszédosakat Osszekotjik. Hany kom-
ponense lesz a kapott grafnak?

2.7 Az abran lathato karikédk egy telken 1év6 gyiimolcesfakat jelolik.
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Az A-val jelolt fan egy cinke, a B-vel jelolt fan egy rigo iil. Mindkét madar az egyik farél csak
a legkozelebbi ENy-i, EK-i, DNy-i vagy DK-i irAnyban 1év6 fak egyikére repiil. Lehetséges-e,
hogy valamikor mindkett§ ugyanazon a fan il?

3.7 Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n pontu egyszerd grafban minden pont foka legalabb n,
akkor a graf Gsszefliggd.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G Gsszefiiggs graf egy korébsl elhagyunk egy élt, akkor a
maradék graf is Osszefiiggs lesz.

5.7 Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka legalabb 2, akkor a graf tartalmaz kort.

6. A G egyszerd grafban minden pont foka legalabb 4.
a) Bizonyitsuk be, hogy G-ben van (legalabb) § hosszu ut.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha § > 2, akkor létezik G-ben §-nal hosszabb kor.
(Ebbdl kévetkezik az el6z6 feladat is.)

7. Bizonyitsuk be a kévetkezéket:
a) Ha egy graf 2-regularis, akkor minden komponense kor.
b) Ha egy grafban minden pont foka legfeljebb 2, akkor a grafnak minden komponense
ut vagy kor (ahol az ut komponens 1 pontu, azaz izolalt csucs is lehet).
MEGJEGYZES. Ezek ,akkor és csak akkor” allitasok, csak a mésik irany nyilvanvalo.

8. Legyen G egy olyan graf, amelyben minden csiics fokszama péaros. Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza korok élhalmazainak diszjunkt unioja. [TK. 4.1.12.]

9. Dontstik el, hogy az alabbi grafokban van-e Hamilton-ut, Hamilton-kor:

G, G,

Gy
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Gy

10. Az el6z6 feladat G5 grafjanak mintajara definidlhatjuk a négyzetracs-grafokat (a Gy a
4 x 7-es négyzetracs-graf). Mely m, n-ekre van Hamilton-kor az m xn-es négyzetracs-grafban?
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11. a) 12 ember vesz részt egy vacsoran. Mindenki legalabb 6 embert ismer a tarsasagbol.
(Az ismeretségek kolesonosek.) Bizonyitsuk be, hogy le tudnak tgy iilni egy kor alaku asztal
mellé, hogy mindenki ismeri a két szomszédjat.

b) Késve megérkezik Andras, aki legalabb 7 embert ismer a jelenlévék koziil. Igazoljuk, hogy
Andréassal egyiitt a 13 ember le tud iilni az el6z6ek szerint.

c¢) Akkor is tudnénk-e ezt, ha Andras csak 6 embert ismerne?

12. Van-e Hamilton-kér a H,, hiperkockagrafban (1d. el6z6 feladatsor)?
13. Bejarhato-e a 4x4-es sakktéabla lougrasokkal tigy, hogy minden mezére egyszer 1épiink?

14. Egy 3x3x3 méreti sajtkocka 27 kis kockabol 4ll. Egy egér a kis kockékat egyesével tervezi
elfogyasztani ugy, hogy egy kis kocka utan mindig olyan kocka kovetkezzen, amelyiknek az
épp elfogyasztottal van kozos lapja. Az egér az egyik sarokbol kezdi a lakomaéat. El tudja-e
fogyasztani a teljes sajtot ut, hogy utoljara olyan kockét fogyasszon, aminek van kozos lapja
az elsével?

15. A KG(16,3) Kneser-graf csucshalmaza ([136}), és két csics (részhalmaz) pontosan akkor
0sszekotott, ha diszjunktak. Mutassuk meg, hogy KG(16,3)-ban van Hamilton-kor.

16. Igazoljuk, hogy ha egy 2n+1 pontt egyszeri grafban minden pont foka legalabb n, akkor
a graf tartalmaz Hamilton-utat. (Vezessiik vissza a Dirac-tételre a feladatot.)

17. (Reédei tétele.) Igazoljuk, hogy K, barmely iranyitasaban van iranyitott Hamilton-t.
Igaz-e, hogy mindig van Hamilton-kor is?

18.7 Egy tarsasagban néhanyan korabbrol mar ismerik egymast, de nem mindenki ismer
mindenkit. Minden este a tarsasag egyik tagja meghivja az Osszes (aktuélis) ismerdsét a
tarsasagbol egy partira, ahol bemutatja Sket egymasnak. Tegyiik fel, hogy mar mindenki
tartott legalabb egy ilyen partit, de Anna és Béla még nem ismerdsok. Igazoljuk, hogy 6k a
kovetkezd partin sem lesznek bemutatva egymasnak.



