8. SETA, VONAL, UT

1.7 Az alabbi grafok koziil melyekben van nyilt, illetve zart Euler-vonal? (Ha van, akkor
adjuk is meg.)
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2.7 A G egyszerd cstucshalmaza {1,...,100}, tovabba az i és j csicsok pontosan akkor
osszekotottek, ha 1 < |i— j| < 2. Van-e nyilt, illetve zart Euler-vonal G-ben? (Ha igen, adjuk
is meg.)

3.7 Az alabbi harom alakzat koziil melyek rajzolhatok le a ceruza felemelése nélkiil gy, hogy
minden vonalat egyszer és csak egyszer hiizunk meg?
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4. a) A H,, egyszert graf cstucsai az n hosszu 0-1 (bit)sorozatok (n > 1), és két cstcs pontosan
akkor Osszekotott, ha a megfelel§ bitsorozatok (pontosan) egy bitben térnek el. Van-e Euler-
vonal H,-ben? (Ezt a H, grafot az n dimenziés (hiper)kockagrafnak nevezik.)

b) A H graf csicshalmaza ugyanaz, mint H,, csicshalmaza, és H -ben két csiics pontosan
akkor 6sszekotott, ha két bitben térnek el. Van-e Euler-vonal Hn—ben?

5. Bizonyitsuk be, hogy minden 6sszefiiggd graf bejarhato zart sétaval gy, hogy minden élen
pontosan kétszer haladunk végig.

6. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka paros, akkor a graf iranyithaté gy, hogy
a kapott iranyitott grafban minden pont kifoka megegyezzen a befokaval. [10.15]

7. Igazoljuk, hogy egy 4-regularis egyszerti graf éleit kiszinezhetjiik pirossal és kékkel ugy,
hogy minden cstcsra két piros és két kék illeszkedjen.
8. Egy Osszefliggd G grafban 2k pontnak van paratlan foka (k > 1). Bizonyitsuk be, hogy G

élhalmaza elGall k£ darab éldiszjunkt vonal unidjaként. Elgallithaté-e kevesebb vonal felhasz-
nalasaval is? [10.12]

9.7 Igazoljuk, hogy egy graf akkor és csak akkor nem Gsszefiiggs, ha pontjait két nemiires
osztalyba tudjuk sorolni tgy, hogy kiillonb6z6 osztalybeli pontok kozott ne vezessen él.

10. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G egyszerii grafra G vagy G Osszefiiggd.

11. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontd egyszert grafnak legalabb W + 1 éle van,

(n—=1)(n—-2)
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akkor Osszefiiggs. Igaz marad-e az allitas, ha a grafnak csa éle van?

12. Mutassuk meg, hogy egy Osszefligg§ grafban barmely két leghosszabb utnak van kozos
pontja.

13. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban pontosan két paratlan foka csics van, akkor vezet
koztik tut.

14. Egy nagy haz minden olyan szobajaban van TV-késziilék, amelyiknek paratlan sok ajtaja
van. Csak egy bejarata van a hadznak. Mutassuk meg, hogy ezen a bejaraton bemenve mindig
eljuthatunk egy olyan szobaba, amelyikben van TV.
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15. Egy dominé két Gsszeragasztott négyzetbdl all, mely négyzeteken a 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy
6 szam van (pottyokkel jelezve). Minden konfiguracio elsfordul, igy Osszesen 7 + (;) = 28
kiilonb6z6 domind van. Le lehet-e rakni ezt a 28 dominét korszertien gy, hogy a szomszédos

dominok érintkezé fele mindig ugyanannyi péttyot tartalmazzon?

16." Egy hegycsiicsrol két ut vezet le a tengerparthoz. Egyik it sem megy a tengerszint al4,
illetve a hegycsicsnal magasabbra. Mutassuk meg, hogy Anita és Béla a két uton haladva
el tud gy jutni a hegycsucsrol a tengerparthoz, hogy kézben magassaguk végig megegyezik!
(Az utakat ,szép” gorbék irjak le, véges sok emelkedd/lejts szakasszal.)

17.7 Igazoljuk, hogy barmely n-re létezik olyan 2™ hosszi 0-1 sorozat, amelynek korszeri
felirasaban megtalalhato (pontosan egyszer) az Osszes m hosszi 0-1 sorozat, az éramutatod
jarasaval megegyez§ koriiljarasban elolvasva n egymast kévets bitet.
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Segitség: Olvassuk el az iranyitott grénfokr()l1 sz016 részt.
Megjegyzés: Az ilyen sorozatok szama 22" | melyre elemi bizonyitas nem ismert.

NEHANY DEFINICIO

e Ha egy griafban minden pont foka ugyanaz, akkor azt mondjuk, hogy a graf regularis.
Ha ez a kozos fokszam d, és ezt hangsilyozni szeretnénk, akkor d-regularis grafrol
beszéliink.

NEHANY SZ0O AZ IRANYITOTT GRAFOKROL (NEM VIZSGAANYAG)

Az &bran egy iranyitott grafot latunk. Informalisan, az irdnyitatlan (=,hagyoméanyos”)
grafokbdl élek irdanyitasaval nyert matematikai objektumokat irdnyitott grafoknak nevezziik,
ahol élek irdnyitasan azt értjiikk, hogy minden él valamelyik végére tesziink egy nyilvéget.
(A preciz definicio, a kés6bb ismertetett fogalmakkal egytitt, megtalalhato a fogalomtarban.)
Iranyitott grafokkal nem szimmetrikus kapcsolatokat is tudunk modellezni, példaul a fenti
graf kodolhatja azt, hogy egy héttagiu csaladban ki kit ajandékozott meg tavaly karacsonykor.

Egy iranyitott grafban egy csticsnak kétféle fokszama van: Egy cstucs kifoka a csticsbol
kiindul6 élek (nyilvég nélkili élvégek) szama, a cstucs befoka pedig a csicsba befuto élek
(nyilvégek) szama. Kénnyd meggondolni, hogy minden iranyitott grafban a kifokok Osszege
megegyezik a befokok Gsszegével, és mindkét Osszeg az élek szamat adja. (V6. VII/9. feladat.)

Iranyitott grafoknél a séta megfelel§je az iranyitott séta (lasd fogalomtar), amely
mér figyelembe veszi az élek iranyitasat: egy élen mindig csak a nyil irdnyaba haladhatunk
at (mintha ,egyiranyt utca” lenne). Az iranyitott vonal, ut, Euler-vonal definicidja analog
modon torténik.

Az Euler-tétel iranyitott grafokra vonatkozd valtozata a kovetkezs: Egy ﬁ irAnyf{tott
grafban akkor és csak akkor van zdrt iranyitott Euler-vonal, ha G 0Osszefliggd és G -ben min-
den pont kifoka megegyezik a befokaval. (Itt az OsszefiiggGség tigy értendd, hogy ha elhagyjuk
az élek iranyitasat, akkor a kapott irdnyitatlan graf legyen osszefiiggd.) Az iranyitatlan Euler-
tétel bizonyitasanak megértése utan ezt a tételt nem olyan nehéz belatni.



