7. VONALAK, KOROK, UTAK

1. Legyen G egy olyan graf, amelyben minden csics fokszama paros. Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza korok élhalmazainak diszjunkt unidja. [TK. 4.1.12.

2. Az alabbi grafok koziil melyekben van Euler-vonal, illetve zart Euler-vonal (Euler-
korvonal)?

3.7 A G graf csucshalmaza {1,...,100}, tovabba az i és j csucsok pontosan akkor 6sszeko-
tottek, ha |i — j| < 2. Van-e Euler-vonal, illetve zart Euler-vonal G-ben?

4. A G,, egyszeri graf cstucsai az n hosszu 0-1 (bit)sorozatok (n > 3). Van-e Euler-vonal
Gn-ben, ha két cstics pontosan akkor 6sszekotott, ha a megfelel§ bitsorozatok

a) pontosan 1 bitben térnek el;

b) pontosan 2 bitben térnek el?

5. Bizonyitsuk be, hogy minden 0Osszefiiggs graf bejarhatd korsétaval tgy, hogy minden élen
pontosan kétszer haladunk végig.

6. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka paros, akkor a graf iranyithaté ugy, hogy
a kapott irdnyitott grafban minden pont kifoka megegyezzen a befokaval. [10.15]

7. Igazoljuk, hogy egy 4-regularis egyszertd graf éleit kiszinezhetjiik pirossal és kékkel ugy,
hogy minden csicsra két piros és két kék illeszkedjen.

8. Egy 0sszefiiggs G grafban 2k (k > 1) pontnak van paratlan foka. Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza el6all k& darab (él)diszjunkt vonal unidjaként. Elsallithato-e kevesebb vonal
felhasznalasaval is? [10.12]

9. Dontstik el, hogy a 3-4. feladat grafjaiban, illetve az alabbi grafokban van-e Hamilton-tt,
Hamilton-kor:
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10. Bejarhato-e a 4x4-es sakktabla lougrasokkal dgy, hogy minden mezdére egyszer 1épiink?

11. Egy 3x3x3 méreti sajtkocka 27 kis kockabol all. Egy egér a kis kockékat egyesével tervezi
elfogyasztani tgy, hogy egy kis kocka utan mindig olyan kocka kovetkezzen, amelyiknek az
épp elfogyasztottal van kozos lapja. Az egér az egyik sarokbol kezdi a lakomat. El tudja-e
fogyasztani a teljes sajtot ut, hogy utoljara olyan kockat fogyasszon, aminek van kézos lapja
az elsGvel?

12. A KG(16,3) Kneser-graf csucshalmaza ([136]), és két csucs (részhalmaz) pontosan akkor
osszekotott, ha diszjunktak. Mutassuk meg, hogy K G(16,3)-ban van Hamilton-kor.

13. Igazoljuk, hogy ha egy 2n+1 pontu egyszerd grafban minden pont foka legalabb n, akkor
a graf tartalmaz Hamilton-utat! (Vezessiik vissza a Dirac-tételre a feladatot.)

14. (Rédei tétele.) Igazoljuk, hogy K, barmely iranyitasaban van iranyitott Hamilton-ut!
Igaz-e, hogy mindig van Hamilton-kor is?



15." Igazoljuk, hogy barmely n-re létezik olyan 2" hosszt 0-1 sorozat, amelynek korszerd
felirasaban megtalalhato (pontosan egyszer) az Gsszes n hosszt 0-1 sorozat (az 6ramutato
jarasaval megegyezd koriiljarasban elolvasva n egymast kovetd bitet).
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Segitség: Az iranyitatlan esethez hasonldan igazolhato, hogy egy iranyitott grafban pontosan
akkor létezik iranyitott Euler-kérvonal, ha barmely pontbél el lehet jutni barmelyik masikba
iranyitott aton, és minden pont befoka megegyezik a kifokaval. (Ezt nem kell bizonyitani.)
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Megjegyzés: Az ilyen sorozatok szama 22"_1, melyre elemi bizonyitas nem ismert.

16.7 Egy hegycsticsrol két 1t vezet le a tengerparthoz. Egyik it sem megy a tengerszint ala,
illetve a hegycsicsnal magasabbra. Mutassuk meg, hogy Anita és Béla a két uton haladva
el tud gy jutni a hegycsucsrol a tengerparthoz, hogy kézben magassaguk végig megegyezik!
(Az utakat ,szép” gorbék irjak le, véges sok emelkedd/lejts szakasszal.)



