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Definicié. Az
F:a0+a1x+a2x2+a3x3+a4m4+...
formalis hatvanysor (formalis) derivaltjan az
F' = ay + 2a9z + 3asx® + daqx® + . ..
formalis hatvanysort értjiik, amelyet F”-vel jeldliink.
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Ha F = Zanx”, akkor F' := Z(n + Dap412".
n=0 n=0

Allitas. Kénnyen ellendrizhets, hogy az imént definialt miiveletre
is teljesiilnek a hagyomanyos derivialasnal megszokott azonossa-
gok, példaul (F-G) =F -G+ F-G.

A derivalasi szabalyok” megtalalhatok a formalis hatvanysoros
segédanyagban.



Formalis hatvanysorok kompozicidja

Az ,0sszetett fgv. képzés' megfelelgje formalis hatvanysorokra:
Definicié. Legyen
F =ap+ a1z + asx® + agz® + aga + ...
Ha G egy olyan formalis hatvanysor, amelyre [2°]G' = 0 (vagyis
a konstans tagja 0), akkor F' és G kompozicidja az
FOG::a0+a1G+a2G2+a3G3—|—a4G4+...

formalis hatvanysor. Ez agy értendd, hogy
o0

[2")(FoG):=> [z"arG", Vn € N.
k=0
k-szor

—N—
Emlékezteté: GF =G -G-...-G
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oo/n

[z"](F o G) := Z[x"]aka, Vn € N.
k=0
Kiegészités. A definicié értelmezéséhez fontos tisztazni, hogy
az 2" egyiitthat6jat definialé Gsszeg valéjaban véges, ugyanis
[2°]G = 0 miatt k > n esetén [2"]apG* = 0.



Formalis hatvanysorok kompozicidja
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formalis hatvanysor. Ez agy értendd, hogy
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[z"](F o G) := Z[x"]aka, Vn € N.
k=0
Kiegészités. A definicié értelmezéséhez fontos tisztazni, hogy
az 2" egyiitthat6jat definialé Gsszeg valéjaban véges, ugyanis
[2°]G = 0 miatt k > n esetén [2"]apG* = 0.

Megjegyzés. [2°]G # 0 esetén nem definialjuk F o G-t.



A kompozicié tulajdonsagai

A formalis hatvanysoros segédanyagban szereplé miiveleti tulaj-
donsagokat agy lehet 6sszefoglalni, hogy ha egy hatvanysorokra
vonatkozé egyenlGségben z helyére ,beirunk” egy G hatvanysort
(0 konstans taggal), akkor ismét egyenl&séget kapunk.
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A formalis hatvanysoros segédanyagban szereplé miiveleti tulaj-
donsagokat agy lehet 6sszefoglalni, hogy ha egy hatvanysorokra
vonatkozé egyenlGségben z helyére ,beirunk” egy G hatvanysort
(0 konstans taggal), akkor ismét egyenl&séget kapunk.
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(0.9]
o 2 3 _ n
I_I—1+x—|—x + —|—---—Zox
n=

U T+ 5x

=145+ (52)2 + (5r)3 4 - = i(Sx)” = i 5™

n=0 n=0

1—>5x



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi |I.

1

— =14+t 4=

1—x

— 2
1_5x_1+5x+(5x)
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— =14+t 4=

1—x

Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi |I.

=1+5z+ (5z)® +




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi |I.

1 oo
—1_x:1+x+x2+x3+--'=;x"

1 (o] o0
= L+ 5a e+ (50)2 4 (5a) 4o = > (50)" = )5

T n=0 n=0

1 1 =

= =14+(-2 —2z)% 4+ (—2z)3 4 = —2)"g"

122 1-(—22) +(—22) + (—22)" + (—22)° + Z( )



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi |I.

1 o0
m:1+x+x2+x3+--'=;x"

1 (o] o0
=145+ (52)° + (5x)* + - =Y (5x)" =Y _5"a"

I 1
1+2r 11— (—22)

=1+ (—22)+(—22)* + (—22)3 +--- = i(f2)”x”

=7



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi |I.

1 2 3 = n
mzl—I—x—l—x +x —|—---:Zx

1 2 - - =n,..n
- =1+ 50+ (50)* + =) (Bt =) 5

n=0 n=0

LI ! = 14 (—22) 4+ (—22)% 4+ (—22)> + :i(a)"m”
142z 1—(—22) ~

2 2 1 2N /7Y =2 /7\"

= —- - = - — :Zf —_ l‘n

3—Tr 3 1-iz 32=\3 =3 \3

A szamlalobdl és a nevezsbdl is kiemeljiik a konstans tagot, hogy

alaka tortet kapjunk.
1—rx



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi |I.

1 2 3 n

mzl-i-x—l-l’ +x —l-"':ng_oiv
:1 2 3 e — n _ BT T
— + 5z + (5z)° + (bx)” + nEZO(S:z:) nE:Oo z

2 2 1 2= (7T\" =2 /(7\" .
rmerrn () = Xi(E)

4 4 1 4 1 4 2\ 4 2)
SE T TR T E a8 ~x ()
Igy minden f alaka hatvanysor egyiitthat6it meg tudjuk

q+rx

hatarozni.



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi II.

Ha a nevez8ben egy elséfoki polinom hatvanya szerepel:

s () )e

Lasd ((Z)) szamok generatorfliggvénye.



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi II.

Ha a nevez8ben egy elséfoki polinom hatvanya szerepel:

1 AN L, = (nt+d—1\ ,
()= ()
(1—x) = \n ~ d—1

Specialis eset:

o
=> (n+1)z"=1+2z+3c> +42° + ...

n=0

1
(1—x)?




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi II.
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n=0

1
(1)

1. bizonyitas: (%) = ("T") =n+1. O



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi II.

Ha a nevez8ben egy elséfoki polinom hatvanya szerepel:

1 AN L, = (nt+d—1\ ,
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Specialis eset:

1 o
————==> (n+1)z"=1+2z+32+42° + ...
(1—2x) =~
1. bizonyitas: (%) = ("T") =n+1. O
2. bizonyitas: Végezziik el az
1 1 1

= : =(1 2rat4+.00)( a4
-2 1-21-2 A+z+az*+2°+.. )1+ +a*+2°+...)

kéttényez8s szorzast. O



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi II.

Ha a nevez8ben egy elséfoki polinom hatvanya szerepel:

s ()= ()

Specialis eset:

o
=> (n+1)z"=1+2z+3c> +42° + ...

n=0

1
(1)

3. bizonyitas: Ha derivaljuk az
1 2 3 4
egyenléség mindkét oldalat, akkor a bizonyitandét kapjuk. A bal

oldalt mint hanyadost derivaljuk:

( 1 )’:1’-(1—95)—1-(1—95)’ 0—(—1) 1 0

1—=z - -

(1-=)? (-2 (-2



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi II.

Ha a nevez8ben egy elséfoki polinom hatvanya szerepel:
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Specialis eset:

o
=> (n+1)z"=1+2z+3c> +42° + ...

n=0

1
(1)

4. bizonyitas: Newton-formulaval (lasd kdvetkezd el6adas):

-0 =3 () = S (P)er =S ven
mert " i "




Polinom/polinom alakia hatvanysorok egyiitthatéi Ill.

1 = AN, = (n+d-1\ ,
w5l (65
Ebbsl minden @ + T alaka hatvanysor (ahol p, ¢, r € R) egyiitt-

hatéit ki tudjuk szamolni kiemelés utan:

CECi (1 1;z>3 ) Zi(g)@ - i ()G




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IlI.

1 AN, = (n+d-1\ ,
w5050
Ebbsl minden @ + T alaka hatvanysor (ahol p, ¢, r € R) egyiitt-

hatéit ki tudjuk szamolni kiemelés utan:

CECi (1 1;z>3 ) Zi(g)@ - i ()G

Mi a helyzet altalaban az A/B alaka hatvanysorokkal, ahol A és
B polinomok?




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IlI.

1 AN, = (n+d-1\ ,
w5050
Ebbsl minden @ + T alaka hatvanysor (ahol p, ¢, r € R) egyiitt-

hatéit ki tudjuk szamolni kiemelés utan:

CECi (1 1;z>3 ) Zi(g)@ - i ()G

Mi a helyzet altalaban az A/B alaka hatvanysorokkal, ahol A és
B polinomok?
Ha A-t maradékosan osztjuk B-vel (polinomosztassal), akkor a

A A
5Nty

alakhoz jutunk, ahol A; és Ay polinomok, tovabba Ao foka ki-
sebb, mint B foka. Ezért elég olyan polinom/polinom hatvanyso-
rokkal foglalkozni, amikor a szamlalé foka kisebb, mint a nevez&é.




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Ha a nevezd tobb tényezd szorzata, akkor a racionalis tortfiigg-
vények integralasanal latott médon ,parcialis tortekre bontunk’

1—11z 4 3 >
= - —z)" —=3) (2z)
Q+az)(1-22) 14z 1-2¢ 2_:0 Z z)

_Z —1)" —3-2")z"




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Ha a nevezd tobb tényezd szorzata, akkor a racionalis tortfiigg-
vények integralasanal latott médon ,parcialis tortekre bontunk’

1—1lz 4 3 -
=4 "33 (20)" =
Q+2)(1-22) 14z 1-2z 2_:0 ngo( z)
_Z —1)" —3-2")g"
3+ /3 —1/4 1/12
(-1+2)1+2)5+2) —14+z 1+x 5b+zx
13+23x—|—16x2+4x3_ 3 n 1 n 2 L r
1+z32+2)  1+z (1+z)2 (1+z)3 2+
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Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.
1-1lz 4 3 = -
Q+z)(1-22) 14z 1-2z nzz;)( 2 T;)( z)

=> (4. (-1)"=3-2")a"
n=0

3+ /3 —1/4  1/12
(—l+2)1l+2)5+2) —l+z 1+z b5+z
13 + 23z + 1622 + 423 3 1 2 1
(+2PC+a)  1+z (+22 (+ap 242
16 -3 2 3 4 4

Clta)f(+2f —lt+a (a2 1tz (22 (A+a)p
Mivel polinom/polinom alakd formalis hatvanysorokkal ugyanagy
kell szamolni, mint racionalis tortfliggvényekkel, ezért a kalkulus-
bél tanult parcialis tortekre bontas tétele igaz polinom/polinom
hatvanysorokra is. (Az ott latott médszerrel el is tudjuk végezni
a parcialis tortekre bontast.)



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Parcialis tortekre bontas (spec. eset). Legyenek A és B
olyan polinomok, amelyekre A foka < B foka. Tegyiik fel, h.

B = (p1 + q12)" (p2 + q22)® - -+ (o + @)™,
ahol p;, q; € R, d; € N, tovabba egyik (p; + ¢;x) tényez6 sem
skalarszorosa masik (p; + gjx)-nek (ha i # j). Ekkor A/B a
kovetkezé alakba irhaté alkalmas r; ; € R konstansokkal:

A S 1,2 P T1,d;
B pi+aqzr  (p1+aqzx)? (p1 + qiz)®
T T T2 d
2,1 2,2 Z N Ld
P2+ @r  (p2+ qr) (p2 + qox)®
T T T
k1 k2 P k,dy,

e+ ar  (pr+ qrr)? (pk + qrz) %




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Parcialis tortekre bontas (spec. eset). Legyenek A és B
olyan polinomok, amelyekre A foka < B foka. Tegyiik fel, h.
B = (p1 + @)™ (p2 + q2x)® - - - (D + qez) ™,
ahol p;, q; € R, d; € N, tovabba egyik (p; + ¢;x) tényez6 sem
skalarszorosa masik (p; + gjx)-nek (ha i # j). Ekkor A/B a

kovetkezd alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

7'17‘]
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1




Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.
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kovetkezd alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

7'17‘7
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1

Ebben a prezentaciéban egy polinom fokan mindig a hagyoma-
nyos értelemben vett fokszamat értjiik, nem a formalis hatvany-
soroknal bevezetett (kezd6)fokot.



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.
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kovetkezd alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

7"1/7‘7
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1

1. megjegyzés: Az (p;ij)j parcialis tortek egyiitthatéit a

korabbiak alapjan ki tudjuk szamolni, igy A/B egyiitthatdit is.



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Parcialis tortekre bontas (spec. eset). Legyenek A és B
olyan polinomok, amelyekre A foka < B foka. Tegyiik fel, h.
B = (p1 + @)™ (p2 + q2x)® - - - (D + qez) ™,
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skalarszorosa masik (p; + gjx)-nek (ha i # j). Ekkor A/B a

kovetkezé alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

7"1/7.7
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1

1. megjegyzés: Az (p;ij)j parcialis tortek egyiitthatéit a

korabbiak alapjan ki tudjuk szamolni, igy A/B egyiitthatdit is.

2. megjegyzes: A tételben szereplS r; ; szamok egyértelm(ien
meghatarozottak.



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Parcialis tortekre bontas (spec. eset). Legyenek A és B
olyan polinomok, amelyekre A foka < B foka. Tegyiik fel, h.
B = (p1 + @)™ (p2 + q2x)® - - - (D + qez) ™,
ahol p;, q; € R, d; € N, tovabba egyik (p; + ¢;x) tényez6 sem
skalarszorosa masik (p; + gjx)-nek (ha i # j). Ekkor A/B a

kovetkezé alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

Tl,j
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1

3. megjegyzés: A B tényezGire vonatkozo feltétel ugy is megfo-
galmazhatd, hogy tovabbi tényezéket mar nem lehet ,,6sszevonni”
a nevezGben.

1 1 1 . .
Példaul ————— -re most =-——-ként kell tekinteni.
(3 —4x)(6 — 8x) 2 (3 —4x)?



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Parcialis tortekre bontas (spec. eset). Legyenek A és B
olyan polinomok, amelyekre A foka < B foka. Tegyiik fel, h.
B = (p1 + @)™ (p2 + q2x)® - - - (D + qez) ™,
ahol p;, q; € R, d; € N, tovabba egyik (p; + ¢;x) tényez6 sem
skalarszorosa masik (p; + gjx)-nek (ha i # j). Ekkor A/B a

kovetkezé alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

Tl,j
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1

4. megjegyzés: Ha a komplex szamtest felett dolgozunk (és a
tételben R-et C-re cseréljiik), akkor az algebra alaptétele szerint
B mindig linearis tényezdk szorzatara bomlik. R felett sajnos nem
ez a helyzet, igy amig nem ismerjiik a komplex szamokat, ez a
mdédszer nem mindig alkalmazhatd, csak bizonyos B-kre.



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Parcialis tortekre bontas (spec. eset). Legyenek A és B
olyan polinomok, amelyekre A foka < B foka. Tegyiik fel, h.
B = (p1 + @)™ (p2 + q2x)® - - - (D + qez) ™,
ahol p;, q; € R, d; € N, tovabba egyik (p; + ¢;x) tényez6 sem
skalarszorosa masik (p; + gjx)-nek (ha i # j). Ekkor A/B a

kovetkezd alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

7'17‘]
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1

4. megjegyzeés:
3+ x
1 — 2z + 222

Komplex szamok nélkiil itt elakadtunk. :(

=7



Polinom/polinom alakii hatvanysorok egyiitthatéi IV.

Parcialis tortekre bontas (spec. eset). Legyenek A és B
olyan polinomok, amelyekre A foka < B foka. Tegyiik fel, h.
B = (p1 + @)™ (p2 + q2x)® - - - (D + qez) ™,
ahol p;, q; € R, d; € N, tovabba egyik (p; + ¢;x) tényez6 sem
skalarszorosa masik (p; + gjx)-nek (ha i # j). Ekkor A/B a

kovetkezd alakba irhaté alkalmas ri; € R konstansokkal:

7'17‘7
B ZZ pz "‘QZ

=1 j=1

4. megjegyzeés:

3+ o 3/2—2i 3/2+ 21
1-224+222 1—(1+d)z 1—(1—d)x
Komplex szamok korébe kilépve nem, mert ott a nevezé szorzatta
alakithaté: 1 — 2z + 222 = (1 — (1 +4)2)(1 — (1 —)z).




