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A G grafban egy M C E(G) élhalmazt parositasnak neveziink, ha semelyik
két kiilonboz6 M-beli élnek nincs kdzds végpontja, és M-ben nincs hurokél.
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Egy M parositas esetén M-beli élek végpontjait az M altal parositott pontok-
nak nevezziik. (Szamuk 2|M|.)



Parositasok

A G grafban egy M C E(G) élhalmazt parositasnak neveziink, ha semelyik
két kiilonboz6 M-beli élnek nincs kdzds végpontja, és M-ben nincs hurokél.

Egy M parositas esetén M-beli élek végpontjait az M altal parositott pontok-
nak nevezziik. (Szamuk 2|M|.)

A G graf egy parositasa teljes, ha G Gsszes pontjat parositja. (A bal oldali
abran lathato parositas nem teljes, a jobb oldali abran lathaté parositas teljes.)

Egy grafban csak akkor LEHET teljes parositas, ha a graf csticsszama paros.



Def. v(G) == max{|M| : M egy parositas G-ben},

ahol | M| a pérositas élszamat jeldli. Vagyis v(G) a legnagyobb méreti G-beli
parositas élszama.



Def. v(G) == max{|M| : M egy parositas G-ben},

ahol | M| a pérositas élszamat jeldli. Vagyis v(G) a legnagyobb méreti G-beli
parositas élszama.

Megjegyzés. |V(G>|

hiszen minden M parositasra a parositott pontok szama 2|M| < |V (G)].
Tovabba v(G) = ‘V(G” pontosan akkor teljesiil, ha G-ben van teljes parositas.
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Def. v(G) := max{|M| : M egy parositas G-ben},

ahol | M| a pérositas élszamat jeldli. Vagyis v(G) a legnagyobb méreti G-beli
parositas élszama.

Megjegyzés. |V(G)|

hiszen minden M parositasra a parositott pontok szama 2|M| < |V (G)].
Tovabba v(G) = ‘V(GN pontosan akkor teljesiil, ha G-ben van teljes parositas.

Megjegyzés. A v(G) paraméter hatékonyan (polinomidében) szamolhaté sza-
mitégéppel. Errél bévebben MSc-n tanulunk majd. A péaros grafokra Kénig
Dénes és Egervary Jen6 magyar matematikusok dolgoztak ki az algoritmust,
melynek tiszteletére ,magyar médszernek” nevezik az eljarast.



Parositasok paros grafokban

Paros grafokban egy parositas minden éle egy alsé és egy fels6 pontot parosit:

F



Parositasok paros grafokban

Paros grafokban egy parositas minden éle egy alsé és egy fels6 pontot parosit:

F

A
Ebbsl az kdvetkezik, hogy minden parositasban legfeljebb annyi él lehet, mint
ahany pont van A-ban. Vagyis paros graf esetén v(G) < |A|.

Mivel az A és F' szinosztalyok szerepe felcserélhetd, itt és tovabbiakban A
helyére mindenhol lehet F-et is irni.
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Ebbsl az kdvetkezik, hogy minden parositasban legfeljebb annyi él lehet, mint
ahany pont van A-ban. Vagyis paros graf esetén v(G) < |A].

A v(G) = |A| azzal ekvivalens, hogy van olyan parositas a G paros grafban,
amely A minden pontjat parositja. (Az ilyen parositasokat A-t lefed6 parosita-
soknak nevezziik.)



Parositasok paros grafokban

Paros grafokban egy parositas minden éle egy alsé és egy fels6 pontot parosit:
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Ebbsl az kdvetkezik, hogy minden parositasban legfeljebb annyi él lehet, mint
ahany pont van A-ban. Vagyis paros graf esetén v(G) < |A].

A v(G) = |A| azzal ekvivalens, hogy van olyan parositas a G paros grafban,
amely A minden pontjat parositja. (Az ilyen parositasokat A-t lefedé parosita-
soknak nevezziik.)

Végiil nézziink egy teljes parositast egy paros grafban (Id. fenti abra). Mivel
minden parositas ugyanannyi pontot parosit A-ban és F-ben, ezért csak akkor
letezHET teljes parositas, ha |A| = |F].



Kénig-akadaly

Definicio. Legyen GG egy paros graf A, F' szinosztalyokkal.

e Az X C A ponthalmaz N(X) szomszédsaga az X-beli pontok szomszédainak
Osszessége (unidja), vagyis
N(X):={v € F : v-bél vezet él valamelyik X-beli cstucsba}.
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A Kénig-akadaly elnevezés magyarazata

Emlékeztets. Az X C A ponthalmaz Kénig-akadaly, ha |N(X)| < |X].
N(X)
F

A
X

Allitas. Ha a G paros grafban van Kénig-akadaly, akkor G-ben nincs A-t lefeds
parositas (és igy teljes parositas se). Ugyanis tetszéleges M parositas parosi-
tatlanul hagy A-ban legalabb |X| — |N(X)| > 0 pontot.



A Kénig-akadaly elnevezés magyarazata

Emlékeztets. Az X C A ponthalmaz Kénig-akadaly, ha |N(X)| < |X].
N(X)
F

A
X

Allitas. Ha a G paros grafban van Kénig-akadaly, akkor G-ben nincs A-t lefedd
parositas (és igy teljes parositas se). Ugyanis tetszéleges M parositas parosi-
tatlanul hagy A-ban legalabb | X | — |N(X)| > 0 pontot.

Biz. Elég az utolsé allitast bizonyitani. A szomszédsag definiciéja miatt az
Osszes X-bél indul6 élnek N(X)-ben van a masik végpontja. Tehat egy X-
beli pontot csak valamelyik N(X)-beli ponttal lehet parositani. Es mivel egy
parositas élei nem futhatnak 6ssze F-ben sem, emiatt legfeljebb | N (X)| darab
X-beli pont lehet parositva, legalabb | X | — | N(X)| parositatlanul marad. [
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A kovetkez6 mély tétel szerint a Kénig-akadaly megléte az egyetlen dolog, ami
meghiusithatja, hogy A minden pontjat parosithassuk:

Tétel. Legyen G egy paros graf A, I szinosztalyokkal.
a) (Kénig—Hall-tétel.) G-ben akkor és csak akkor van A-t lefedd parositas,
ha G-ben nincs Kénig-akadaly, azaz ha minden X C A-ra |[N(X)| > | X|.

b) (K&nig—Frobenius-tétel.) G-ben akkor és csak akkor van teljes parosi-
tas, ha |A| = |F| és G-ben nincs Kénig-akadaly.

Megjegyzés. A masodik allitas az elss allitas kovetkezménye. Azt mar végig-
gondoltuk, hogy teljes parositas csak akkor lehet egy paros grafban, ha a két
szinosztaly mérete megegyezik. Ebben az esetben pedig a teljes parositasok
éppen az A-t lefedd parositasok.



Kdénig-formula

1. Még tobbet mondhatunk. Lattuk, hogy ha van egy X C A Kénig-akadaly
a G paros grafban, akkor |X| — |N(X)| pont biztosan parositatlanul marad
A-ban egy optimalis, () méretii parositas esetén is, vagyis

Al =v(G) =z X[ = IN(X)| = v(G) < [A][ = (IX] = IN(X)]).
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1. Még tobbet mondhatunk. Lattuk, hogy ha van egy X C A Kénig-akadaly
a G paros grafban, akkor |X| — |N(X)| pont biztosan parositatlanul marad
A-ban egy optimalis, () méretii parositas esetén is, vagyis

Al =v(G) =z X[ = IN(X)| = v(G) < [A][ = (IX] = IN(X)]).

2. Akkor kapom a legerésebb becslést, ha egy olyan X Kénig-adadalyt veszek,
melyre az | X| — |[N(X)| kiilonbség a legnagyobb:

v(G) < |A] — max{|X] — [N (X)[}. (*)
Itt a maximalizalasba belevettiik a nem Kénig-akadaly X-eket is, de ezekre

| X — |N(X)] <0, igy a maximum Kénig-akadaly esetén vétetik fel, ha van
Kénig-akadaly a grafban.



Kdénig-formula

1. Még tobbet mondhatunk. Lattuk, hogy ha van egy X C A Kénig-akadaly
a G paros grafban, akkor |X| — |N(X)| pont biztosan parositatlanul marad
A-ban egy optimalis, () méretii parositas esetén is, vagyis
Al =v(G) = X[ - IN(X)[ = v(G) <[A] = (X[ = [N(X)]).
2. Akkor kapom a legerésebb becslést, ha egy olyan X Kénig-adadalyt veszek,
melyre az | X| — |[N(X)| kiilonbség a legnagyobb:
v(G) < |A] = max{]X] — [N(X)]} (%)

3. Valéjaban egyenléség all (x)-ban, amit nem bizonyitunk:

Kénig-formula. Ha G egy paros graf A, I szinosztalyokkal, akkor
G) =1|A]| - X| = |N(X)|}.
/(G) = 4] - wax{|X| - IN(X)1}

Ez a formula magaban foglalja a ,nincs Kénig-akadaly” esetet is, ekkor mindkét
oldal |A] lesz (a jobb oldalon a maximum 0 lesz, mely X = (-nal vétetik fel).



Kdénig-formula

2. Akkor kapom a legerésebb becslést, ha egy olyan X Kénig-adadalyt veszek,
melyre az | X| — |[N(X)| kiilonbség a legnagyobb:
v(G) < |A] = max{]X] — [N(X)]} (*)

3. Valgjaban egyenléség all (x)-ban, amit nem bizonyitunk:

Kénig-formula. Ha G egy paros graf A, F' szinosztalyokkal, akkor
G = ] =z =

Ennek lényege szamunkra az, hogy ha egy M parositds maximéalis méretii a
G paros grafban, akkor amennyiben M nem fedi le A-t, G-ben talalhaté M
maximalitasat bizonyité Kénig-akadaly, vagyis olyan X Kénig-akadaly, amelyre
| X| — |N(X)| éppen az M altal parositatlanul hagyott A-beli pontok szama.
(Ez egyaltalan nem magatdl értetsds.)



Egy alkalmazas

{Allités. Minden d-regularis paros grafban van teljes parositas d > 1 esetén. J
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[Allités. Minden d-regularis paros grafban van teljes parositas d > 1 esetén. }

Bizonyitas. Legyen G egy d-regularis paros graf A, F' osztalyokkal, ahol d > 1.
Ahhoz, hogy belassuk, hogy G-ben van teljes parositas, a Kénig—Frobenius-tétel
szerint a kdvetkezd két dolgot kell ellendrizni:

1. A két szinosztaly mérete egyenlé.

2. Minden X C A halmazra |[N(X)| > | X]|.
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{Allités. Minden d-regularis paros grafban van teljes parositas d > 1 esetén. J

Bizonyitas. Legyen G egy d-regularis paros graf A, F' osztalyokkal, ahol d > 1.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy G-ben van teljes parositas, a Kénig—Frobenius-tétel

szerint a kdvetkezd két dolgot kell ellendrizni:

1. A két szinosztaly mérete egyenlé.

Ez abbdl kdvetkezik, hogy paros grafban az A-beli csticsok fokszamainak Gssze-

ge megegyezik az F-beli csicsok fokszamainak Osszegével, tehat esetiinkben
Al -d = [F]-d,

amibél a d-vel valé osztas utan (d # 0) kapjuk, hogy |A| = |F|. v



Egy alkalmazas

{Allités. Minden d-regularis paros grafban van teljes parositas d > 1 esetén. J

2. Minden X C A halmazra |[N(X)| > | X].

Legyen X C A tetsz6leges. Jeldlje e(X, N(X)) az X és N(X) kozott haladé
G-beli élek szamat. Ekkor

[ X]-d=e(X,N(X)) < [N(X)|-d.
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{Allités. Minden d-regularis paros grafban van teljes parositas d > 1 esetén. J

2. Minden X C A halmazra |[N(X)| > | X]|.
Legyen X C A tetszdleges. Jeldlje e(X, N(X)) az X és N(X) kdzott haladé
G-beli élek szamat. Ekkor

| X|-d=e(X,N(X)) <|N(X)|-d.
A bal oldali egyenl8ség magyarazata: X minden pontjabél pontosan d él vezet
N(X)-be, ugyanis a d-regularitdas miatt egy X-beli pontbdl d él indul ki G-
ben, és a szomszédsag definicidja miatt ezek mind N (X)-ben végzédnek. Ez
Osszesen | X|-d él X és N(X) kozdtt.
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{Allités. Minden d-regularis paros grafban van teljes parositas d > 1 esetén. }

2. Minden X C A halmazra |[N(X)| > | X]|.
Legyen X C A tetszdleges. Jeldlje e(X, N(X)) az X és N(X) kdzott haladé
G-beli élek szamat. Ekkor

X] - d = (X, N(X)) < [N(X)] - d.
A jobb oldali egyenl6tlenség magyarazata: N(X) minden pontjabdl legfeljebb
d él vezet X-be, ugyanis a d-regularitas miatt egy N (X)-beli pontbél 6sszesen

d él indul ki G-ben, melyek koziil valahany vezet X-be (az abran zdlddel jelolt
él lehetséges). Ez &sszesen legfeljebb |N(X)|-d él X és N(X) kozott.
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[Allités. Minden d-regularis paros grafban van teljes parositas d > 1 esetén. }

2. Minden X C A halmazra |[N(X)| > | X]|.

Legyen X C A tetsz6leges. Jeldlje e(X, N(X)) az X és N(X) kozott haladé
G-beli élek szamat. Ekkor

| X|-d=e(X,N(X)) < [N(X)| d
A két oldalt dsszevetve, d-vel val6 osztas utan (d > 0) kapjuk, hogy
IN(X)| = [X]. v
Mivel ez a gondolatmenet tetszéleges X C A halmazra miikddik, a bizonyitas
teljes. O



Parositasok altalanos grafokban

Nem-paros grafokban optimalis parositas kereséssel majd MSc-n foglalkozunk
részletesebben. Most csak az alaptételt ismertetjiik:

Tutte-tétel. Egy G grafban akkor és csak akkor van teljes parositas, ha
minden X C V(G) ponthalmazra

a(G@—-X) <|X]|,
ahol ¢1 (G — X) a G-bél az X-beli pontok elhagyasa utan kapott G — X graf
paratlan pontszamia komponenseinek szamat jeldli.

Megjegyzés. Az X = () halmazra is ellendrizni kell a tétel feltételét.

Az egyszeriibb irany. Az érdekl6dé hallgatok elolvashatjak a kurzus honlap-
jan, hogy a tételben szerepl6 feltétel miért sziikséges teljes parositas létezéséhez.



Lefog6 ponthalmazok

Definicié. Egy L C V(G) ponthalmaz lefogé ponthalmaz G-ben, ha G minden
élének legalabb az egyik végpontja L-ben van.

G
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Definicié. Egy L C V(G) ponthalmaz lefogé ponthalmaz G-ben, ha G minden
élének legalabb az egyik végpontja L-ben van.

G

L

lllusztracié. Tegyiik fel, hogy a G graf egy mazeum térképét irja le, ahol az
élek a folyosok, a csticsok pedig a folyosék talalkozasi pontjai (csomépontok).
A biztonsagi szolgélat vezet&jeként feladatunk az, hogy &roket helyezziink bi-
zonyos csomépontokba gy, hogy minden folyosét szemmel tartson legalabb
egy 6r. (Mindegyik csomépontbél a beléle indulé folyosékat latja az 6r.) Ekkor
a feladatunk valéjaban egy lefogd ponthalmaz keresése G-ben.
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Definicié. Egy L C V(G) ponthalmaz lefogé ponthalmaz G-ben, ha G minden
élének legalabb az egyik végpontja L-ben van.

G

L

A természetesen felvetéds optimalizalasi feladat (a mazeumdrzésnél is) a lefogé
ponthalmaz méretének minimalizalasa, amely egy aj grafparaméterhez vezet:

7(G) := min{|L| : L lefogé ponthalmaz G-ben}.



11. ea. Lefogé ponthalmazok 9/10

Definicié. Egy L C V(G) ponthalmaz lefogé ponthalmaz G-ben, ha G minden
élének legalabb az egyik végpontja L-ben van.

G

L
7(G) := min{|L| : L lefogé ponthalmaz G-ben}.

Megjegyzés. Konnyli meggondolni, hogy

L lefogé ponthalmaz G-ben < V/(G) \ L fliggetlen ponthalmaz G-ben,
amibdl 7(G) = |V(G)| — a(G) adédik. Tehat a 7 paraméter meghatarozasa
az « paraméter meghatarozasaval egyenértéki; és igy a sejtés szerint a 7(G)
paraméter sem szamolhaté ki hatékonyan.



A v(G) és 7(G) paraméterek kapcsolata

Alitas. v(G) < 7(G). |
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Alitas. v(G) < 7(G).

Bizonyitas. Tekintsiink egy v(G) méretii M parositast G-ben. Tetszéleges L
lefogé ponthalmaznak tartalmaznia kell M minden élének legalabb az egyik
végpontjat. Mivel M-ben nincs dsszefutas, ez legalabb |M| darab kiilonbdz6
pontot jelent L-ben (az abran zdlddel jeldlt kételemi halmazok mindegyikében
van pontja L-nek), amibél |L| > |M| = v(G). Es mivel ez minden L lefogé
ponthalmazra igaz, az allitast bebizonyitottuk. O




A v(G) és 7(G) paraméterek kapcsolata

Alitas. v(G) < 7(G).

Bizonyitas. Tekintsiink egy v(G) méretii M parositast G-ben. Tetszéleges L
lefogé ponthalmaznak tartalmaznia kell M minden élének legalabb az egyik
végpontjat. Mivel M-ben nincs dsszefutas, ez legalabb |M| darab kiilonbdz6
pontot jelent L-ben (az abran zdlddel jeldlt kételemi halmazok mindegyikében
van pontja L-nek), amibél |L| > |M| = v(G). Es mivel ez minden L lefogé
ponthalmazra igaz, az allitast bebizonyitottuk. O

Megjegyzés. v(G) < 7(G) lehetséges:
Példaul v(Ky,) = |n/2] és 7(K,) = n — 1. (Ellenérizziik!)



A v(G) és 7(G) paraméterek kapcsolata

Alitas. v(G) < 7(G).

Bizonyitas. Tekintsiink egy v(G) méretii M parositast G-ben. Tetszéleges L
lefogé ponthalmaznak tartalmaznia kell M minden élének legalabb az egyik
végpontjat. Mivel M-ben nincs dsszefutas, ez legalabb |M| darab kiilonbdz6
pontot jelent L-ben (az abran zdlddel jeldlt kételemi halmazok mindegyikében
van pontja L-nek), amibél |L| > |M| = v(G). Es mivel ez minden L lefogé
ponthalmazra igaz, az allitast bebizonyitottuk. O

Megjegyzés. v(G) < 7(G) lehetséges:
Példaul v(Ky,) = |n/2] és 7(K,) = n — 1. (Ellenérizziik!)

Paros grafok esetén azonban mindig egyenl6ség van:

{Kc’inig tétele. Ha G paros graf, akkor v(G) = 7(G).




