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Mi az az extremalis grafelmélet?

Az extremalis grafelmélet olyan kérdésekkel foglalkozik, hogy ,legfeljebb hany
éle lehet egy n pontd egyszerii grafnak, ha ... 7. (Az extremalis grafelmélet a
magyar matematika egyik f6 eréssége.)

Ebben a témakdrben csak egyszerii grafokkal foglalkozunk!

Mi izelit6ként csak azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy legfeljebb hany éle lehet
egy n ponti egyszerii grafnak, ha nem tartalmaz k ponta klikket.



Ami a paros grafos prezentaciébél kimaradt . . .

Definicié. A teljes paros graf olyan (egyszerii) paros graf, amelynek két szin-
osztalya kozott az Osszes lehetséges él be van hizva (tehat az A szinosztaly
minden pontja Gssze van kdtve az F' szinosztaly dsszes pontjaval).

K. jeloli azt a teljes paros grafot, amelynek egyik szinosztalya m pontd, a
masik szinosztalya n pontd.

K35

Megjegyzés. A sikgrafok témakorében fontos szerepet jatszé ,harom haz -
harom kat" graf a K3 3 teljes paros graf.



Turan-grafok

Definicié. A n ponti k részes 7), ;. Turan-graf az az egyszerii graf, amelynek

n cslcsa van, és a csicsok k osztalyba vannak sorolva gy, hogy

e minden osztalyban a pontok szama |n/k| vagy [n/k], ES

e két csiics pontosan akkor Gsszekotott T, p-ban, ha kiilonb6zé osztalyban
vannak.

T
"3 Kép forrasa: Wikipedia
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T14,3

Kép forrasa: Hajnal Péter honlapja



Turan-grafok

Definicié. A n pontt k részes 7,, ;. Turan-graf az az egyszer(i graf, amelynek

n cslcsa van, és a csicsok k osztalyba vannak sorolva gy, hogy

e minden osztalyban a pontok szama |n/k| vagy [n/k], ES

e két csiics pontosan akkor Gsszekotott T, p-ban, ha kiilonb6zé osztalyban
vannak.

Megjegyzés. A T, ;. Turan-graf osztalyméretei egyértelmiien meghatarozot-
tak, és igy a T}, ;, graf izomorfia erejéig egyértelmii:
o Ha n oszthaté k-val, akkor minden osztaly pontosan n/k pontot tartalmaz.

o Han==kq+r, aholg e Nésr e {1,...,k—1} (maradékos osztas), akkor
r darab ¢ + 1 pontd, és k — r darab ¢ pontd osztaly van. (Miért?)



Turan-tétel

Eszrevétel. A T}, x—1 Turan-grafban nincs & ponta klikk.

Bizonyitas. Barhogy valasztjuk ki a T, ,—; graf k pontjat, a skatulyaelv sze-
rint lesz kozottiik ketts, amelyek ugyanabba az osztalyba esnek, és igy nem
osszekotottek. Vagyis a kivalasztott & pont nem alkot klikket. O
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rint lesz kozottiik ketts, amelyek ugyanabba az osztalyba esnek, és igy nem
osszekotottek. Vagyis a kivalasztott & pont nem alkot klikket. O

Turan Pal tétele szerint az n pontd, k-klikkmentes egyszerii grafok kozott a
T, k—1 grafnak van a legtébb éle:

Turan-tétel. Ha G egy n pontl egyszer(i graf, amely nem tartalmaz k pontd
klikket, akkor |E(G)| < |E(T} k-1)|-
Tovabba egyenl6ség csak a G ~ T), .1 Turan-graf esetén all fenn.

2

Megjegyzés. |E(T,5-1) ~ (1 — 25) %,
mert a T}, ;1 graf minden pontjanak koriilbeliil %n a foka (+ fokszamtétel).
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Turan Pal tétele szerint az n pontd, k-klikkmentes egyszerii grafok kozott a
T, k—1 grafnak van a legtébb éle:

Turan-tétel. Ha G egy n ponta egyszer( graf, amely nem tartalmaz & pontd
klikket, akkor |E(G)| < |E(T} k-1)|-

Tovabba egyenl6ség csak a G ~ T), .1 Turan-graf esetén all fenn.

. ; 2
Megjegyzés. |E(T, ;1) ~ (1 - 727) %

mert a T}, ;1 graf minden pontjanak koriilbeliil %n a foka (+ fokszamtétel).

Megjegyzés. A Turan-tételt legtobbszor kontrapozitiv alakban hasznaljuk:
.Ha az n pontt G egyszerii grafnak tobb éle van, mint a 7}, ;.1 Turan-grafnak,
akkor G-ben van k ponta klikk."

Péeldaul a 13 pontd 4 részes T3 4 Turdn-grafnak 63 éle van (ellenérizziik!). Igy
ha egy 13 pontl egyszerii grafnak 63-nal tobb éle van, akkor az a graf biztosan
tartalmaz 5 ponta klikket.
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Emlékeztetd (Turan-tétel). Ha G egy n ponti egyszerii graf, amely nem
tartalmaz & ponta klikket, akkor |E(G)| < |E(T), 5—1)]-

A Turan-tételt csak a k = 3 esetben bizonyitjuk:

Mantel-tétel. Ha G egy n ponti egyszerii graf, amelyben nincs haromszog,
akkor |E(G)| < |n%/4].

Megj. A Mantel-tétel valdban a k = 3 specialis esete a Turan-tételnek, mert
o a haromszogek éppen a 3 ponta klikkek,

o a9 Turan-graf a K\, ) [n/2] teljes paros graf (v6. 113 2 a korabbi abran),
o K|pn2),n/2-nek [n/2] - [n/2] éle van, és kdnnyen ellendrizhets, hogy

[n/2] - [n/2] = |n*/4].
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‘ Mantel. G egy n ponti /\-mentes egyszerii graf = |E(G)| < [n?/4]. J

Biz. Legyen G egy n pontl /\-mentes egyszerii graf. Az, hogy G-ben nincs
haromszog, agy is megfogalmazhaté, hogy G-ben két dsszekotott cstcsnak
nincs kozos szomszédja.
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nincs kozos szomszédja.

u v
Ebbédl az kovetkezik, hogy ha u és v Osszekotdtt, akkor

d(u) +d(v) <mn,
ugyanis az abran d(u) + d(v) kiilonbdz6 G-beli pont lathato.
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‘ Mantel. G egy n ponti /\-mentes egyszerii graf = |E(G)| < [n?/4]. J

Biz. Legyen G egy n pontl /\-mentes egyszerii graf. Az, hogy G-ben nincs
haromszog, agy is megfogalmazhaté, hogy G-ben két dsszekotott cstcsnak
nincs kozos szomszédja.

u v
Ebbél az kovetkezik, hogy ha u és v Gsszekotdtt, akkor

d(u) +d(v) <mn,
ugyanis az abran d(u) + d(v) kiilonb6zé G-beli pont lathato.

Innentél a bizonyitas csak annyi, hogy ezt az egyenl6tlenséget felirjuk G minden
uv élére, az igy kapott egyenlétlenségeket dsszeadjuk, majd ,,szamolunk” . ..



Mantel-tétel

Mi lesz az
w € E(G) ~  d(u)+dv) <n
egyenl6tlenségek sszege?
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A kapott egyenl6tlenség jobb oldala nyilvan |E| - n, ugyanis mind az |E| darab
Osszeadott egyenl6tlenség jobb oldalan n szerepel.
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Mi lesz az
w € E(G) ~  d(u)+dv) <n
egyenl6tlenségek sszege?

A kapott egyenl6tlenség jobb oldala nyilvan |E| - n, ugyanis mind az |E| darab
Osszeadott egyenl6tlenség jobb oldalan n szerepel.

A bal oldalon az &sszeadas utan a v csicshoz tartozéd d(v) fokszam pontosan
annyiszor szerepel tagként, ahany darab v-re illeszked él van G-ben, és ez a
szam is épp d(v). Igy rogzitett v csicsra a d(v) tagok &sszege a bal oldalon
d(v) - d(v) = (d(v))?, vagyis a kapott egyenl6tlenség bal oldala a fokszamok
négyzetosszege.
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Mi lesz az
w € E(G) ~  d(u)+dv) <n
egyenl6tlenségek sszege?

A kapott egyenl6tlenség jobb oldala nyilvan |E| - n, ugyanis mind az |E| darab
Osszeadott egyenl6tlenség jobb oldalan n szerepel.

A bal oldalon az &sszeadas utan a v csicshoz tartozéd d(v) fokszam pontosan
annyiszor szerepel tagként, ahany darab v-re illeszked él van G-ben, és ez a
szam is épp d(v). Igy rogzitett v csicsra a d(v) tagok &sszege a bal oldalon
d(v) - d(v) = (d(v))?, vagyis a kapott egyenl6tlenség bal oldala a fokszamok
négyzetosszege. Kaptuk tehat, hogy G-ben

Y (d@)* < |B|-n.

veV(Q)



Mantel-tétel

[tt tartunk:

Y (d(@)? < |E|-n.

veV



Mantel-tétel

[tt tartunk:

v 2
- 2O S gy < 1y .

n
veV
Szamoljunk . ..



Mantel-tétel

[tt tartunk:

=Y (dW))* < |E|-n.

veV

n n

Szamoljunk . ..
e szamtani-négyzetes kdzép kozti egyenlbtlenség (négyzetre emelve),
vagy Jensen-egyenlGtlenség az f(z) = 22 konvex fiiggvényre



Mantel-tétel

Itt tartunk:
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d
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veV
Szamoljunk . ..

e szamtani-négyzetes kdzép kozti egyenlbtlenség (négyzetre emelve),
vagy Jensen-egyenlGtlenség az f(z) = 22 konvex fiiggvényre
e fokszamtétel.
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veV

Szamoljunk . ..
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[tt tartunk:

; <LE| )2 . (zvev d<v>>2 < e Zoer 0O 5= g2 < 1

n n n
veV

Szamoljunk . ..

e szamtani-négyzetes kdzép kozti egyenl6tlenség (négyzetre emelve),
vagy Jensen-egyenlGtlenség az f(z) = 22 konvex fiiggvényre

e fokszamtétel.

A kapott egyenlétlenség két oldalabél rendezés utan
2
B < &
4
adédik, azaz (lévén |E| egész) a bizonyitandd

] < V;J

egyenl6tlenség. O



A Ramsey-elmélet alappéldaja

Kozépiskolas feladat. Bizonyitsuk be, hogy hat ember kézétt mindig van
harom, akik paronként ismerik egymast vagy paronként nem ismerik egymast.

(Az ismeretségek természetesen ebben a feladatban is kolcsondsek. )
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Az ismeretségeket szemléltethetjiik egy 6 cstcsu graffal, ahol két cstcsot (em-
bert) kék éllel kdtiink dssze, ha ismerik egymast, és pirossal kotjiik ket Gssze,

ha nem. Igy egy olyan Kj teljes grafot kapunk, amelynek minden éle pirosra
vagy kékre van szinezve.




A Ramsey-elmélet alappéldaja

Kozépiskolas feladat. Bizonyitsuk be, hogy hat ember kézétt mindig van
harom, akik paronként ismerik egymast vagy paronként nem ismerik egymast.

Az ismeretségeket szemléltethetjiik egy 6 cstcsu graffal, ahol két cstcsot (em-
bert) kék éllel kdtiink dssze, ha ismerik egymast, és pirossal kotjiik ket Gssze,
ha nem. Igy egy olyan Kj teljes grafot kapunk, amelynek minden éle pirosra
vagy kékre van szinezve.

Ko6zépiskolas feladat’. A 6 ponta teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésé-
ben megjelenik olyan haromszég, amelynek mindegyik éle ugyanolyan szind.




A Ramsey-elmélet alappéldaja

Kozépiskolas feladat’. A 6 ponta teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésé-
ben megjelenik olyan haromszég, amelynek mindegyik éle ugyanolyan szind.




A Ramsey-elmélet alappéldaja

Kozépiskolas feladat’. A 6 ponta teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésé-
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Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszéleges piros-kék élszinezett Kg-ot.

Legyen v a graf egy tetszéleges cstcsa. A skatulyaelv szerint a v-bél indul6 5
élen valamelyik szin legalabb 3-szor fordul el6. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltessziik, hogy ez a szin a piros, és tekintsiink 3 darab v-bél indulé
piros élt, melyek masik végpontjai legyenek wuq, uo, us.
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e Ha ezen élek valamelyike piros, akkor egy ilyen él a
végpontokbdél a v-be vezets piros élekkel egyiitt egy
piros haromszdget ad (az abran ez a vuguzA).
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us haromszog kék.
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Mindkét esetben talaltunk egyszinii haromszoget. O



A Ramsey-elmélet alappéldaja

Kozépiskolas feladat’. A 6 ponta teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésé-
ben megjelenik olyan haromszég, amelynek mindegyik éle ugyanolyan szind.

Megjegyzés. A feladat nem igaz 5 emberrel (5 pontl piros-kék élszinezett
teljes grafra):

Az abra az 5 ponta teljes graf egy olyan élszinezését mutatja, amelyben nincs
egyszini haromszog.



Ramsey-tétel
Az egyszinli haromszogek fogalmat altalanositjuk klikkekre:

Definicié. A K, teljes graf piros-kék élszinezésében k pont monokromatikus
klikk(et alkot), ha a koztiik halad6 élek mind ugyanolyan szintek. (A kdzos
élszin alapjan értelemszertien beszéliink kék ill. piros monokromatikus klikkrél.)

K,

n

Egy 5 ponti monokromatikus klikk (piros)
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n
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Ramsey-tétel. A 4% pontu teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésében ta-
lalhat6 k& pontt monokromatikus klikk.




Ramsey-szamok

Ramsey-tétel. A 4% pontu teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésében ta-
lalhaté k& pontd monokromatikus klikk.

Bizonyitas. Lasd honlap / kiosztott anyag. O



12. ea. Ramsey-szamok 8/10

Ramsey-tétel. A 4% pontu teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésében ta-
lalhaté k& pontd monokromatikus klikk.

Definicié. Legyen k > 2. Az R(k) Ramsey-szam a legkisebb olyan (k-tél fiiggd)
N pozitiv egész, amelyre igaz, hogy az,, N pont( teljes graf MINDEN piros-kék
élszinezésében talalhaté & ponti monokromatikus klikk".
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Biz. Ez a kozépiskolas feladat + az utana tett megjegyzés (az 5 cslcs/f6
esetének) Osszegzése. O
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Tétel. R(3) =6. }

Biz. Ez a kozépiskolas feladat + az utana tett megjegyzés (az 5 cslcs/f6
esetének) Osszegzése. O

Megj. R(4) = 18. Azonban k > 5 esetén R(k) pontos értéke nem ismert.
(Pl. R(5) értékérdl is csak annyit tudunk jelenleg, hogy 43 és 48 kozdtt van.)



12. ea. Ramsey-szamok 8/10

Ramsey-tétel. A 4% pontu teljes graf MINDEN piros-kék élszinezésében ta-
lalhaté k& pontd monokromatikus klikk.

Definicié. Legyen k > 2. Az R(k) Ramsey-szam a legkisebb olyan (k-tél fiiggd)
N pozitiv egész, amelyre igaz, hogy az,, N pont( teljes graf MINDEN piros-kék
élszinezésében talalhaté & ponti monokromatikus klikk".

Tétel. R(3) =6. }

Biz. Ez a kozépiskolas feladat + az utana tett megjegyzés (az 5 cslcs/f6
esetének) Osszegzése. O

Megj. R(4) = 18. Azonban k > 5 esetén R(k) pontos értéke nem ismert.
(Pl. R(5) értékérdl is csak annyit tudunk jelenleg, hogy 43 és 48 kozdtt van.)

Tétel (Erdds és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén.




A Ramsey-szamok becslései

‘ Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén. ‘

Bizonyitas. A felsé becslés éppen a Ramsey-tétel, igy csak az als6 becslést
kell igazolni. (Az alsé becslés Erdés Pal eredménye.) Ehhez azt kell kell belatni,
k k .
hogy ha n < (v/2)", példaul ha n a legnagyobb (1/2)"-nal kisebb egész, akkor
az n ponta teljes grafnak létezik olyan piros-kék élszinezése, amelyben nincs &

pontd monokromatikus klikk.



A Ramsey-szamok becslései

Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén.

Bizonyitas. A felsé becslés éppen a Ramsey-tétel, igy csak az als6 becslést
kell igazolni. (Az alsé becslés Erdés Pal eredménye.) Ehhez azt kell kell belatni,
k k .
hogy ha n < (v/2)", példaul ha n a legnagyobb (1/2)"-nal kisebb egész, akkor
az n ponta teljes grafnak létezik olyan piros-kék élszinezése, amelyben nincs &

pontd monokromatikus klikk.

Erdss Pal a kdvetkezét mondta: Szinezziik K, éleit véletlenszerten (1/2-1/2
valésziniiséggel, egymastdl fiiggetleniil) pirosra és kékre, majd kiszamolta, hogy

k .
a mondott n < (v/2)" feltétel mellett pozitiv (nemnulla) annak valésziniisége,
hogy nem alakul ki & pontd monokromatikus klikk. Tehat lennie kell olyan
konkrét piros-kék élszinezésnek, amelyben nincs monokromatikus £-klikk.



A Ramsey-szamok becslései

Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén.

Bizonyitas. A felsé becslés éppen a Ramsey-tétel, igy csak az als6 becslést
kell igazolni. (Az alsé becslés Erdés Pal eredménye.) Ehhez azt kell kell belatni,
k k .
hogy ha n < (v/2)", példaul ha n a legnagyobb (1/2)"-nal kisebb egész, akkor
az n ponta teljes grafnak létezik olyan piros-kék élszinezése, amelyben nincs &

pontd monokromatikus klikk.

Erdss Pal a kdvetkezét mondta: Szinezziik K, éleit véletlenszerten (1/2-1/2
valésziniiséggel, egymastdl fiiggetleniil) pirosra és kékre, majd kiszamolta, hogy

k .
a mondott n < (v/2)" feltétel mellett pozitiv (nemnulla) annak valésziniisége,
hogy nem alakul ki & pontd monokromatikus klikk. Tehat lennie kell olyan
konkrét piros-kék élszinezésnek, amelyben nincs monokromatikus £-klikk.

Mi is ezt tessziik, csak kikiiszobdljik a valészintiségszamitasi nyelvezetet (mert
még nem tanultatok valésziniiségszamitast) . ..



A Ramsey-szamok becslései

‘ Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén. ‘

k .
Legyen n < (v/2)". Kell: K,-nek van olyan piros-kék élszinezése, amelyben
nincs monokromatikus k-klikk.



A Ramsey-szamok becslései

‘ Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén. ‘

k .
Legyen n < (v/2)". Kell: K,-nek van olyan piros-kék élszinezése, amelyben
nincs monokromatikus k-klikk.

Tekintsiik a K, 6sszes piros-kék élszinezését. (Ezekbdl 2(2) darab van.)




A Ramsey-szamok becslései

Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén.

k .
Legyen n < (v/2)". Kell: K,-nek van olyan piros-kék élszinezése, amelyben
nincs monokromatikus k-klikk.

Tekintsiik a K, 6sszes piros-kék élszinezését. (Ezekbdl 2(2) darab van.)

Minden k elemi K C V(K,) ponthalmazra csinaljuk a kovetkezét: Tegyiink
egy x-et azokhoz az élszinezésekhez, amelyek a K cstcshalmaza k-klikket
monokromatikusra szinezik. (Egy szinezéshez tobb x-et is tesziink, ha tébb
monokromatikus k-klikk is van benne.)



A Ramsey-szamok becslései

Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén.

k .
Legyen n < (v/2)". Kell: K,-nek van olyan piros-kék élszinezése, amelyben
nincs monokromatikus k-klikk.

Tekintsiik a K, 6sszes piros-kék élszinezését. (Ezekbdl 2(2) darab van.)
Minden k elemi K C V(K,) ponthalmazra csinaljuk a kovetkezét: Tegyiink
egy x-et azokhoz az élszinezésekhez, amelyek a K cstcshalmaza k-klikket
monokromatikusra szinezik.

n k
Az igy kirakott x-ek szama: (Z) 2.2(5)-(),
n k
Ugyanis minden rogzitett K valasztasra 2 - 2(3)=(2) darab x-et rakunk ki
(azokra az élszinezésekre tesziink, amelyekben a K pontjai kézott haladé (;)
él mindegyike piros, vagy mindegyike kék (2 lehet8ség), és a tobbi (’QL) — (g) éle
K, -nek tetszéleges szin(), és (Z) darab k-elemii K ponthalmaz van K,-ben.



A Ramsey-szamok becslései

Tétel (Erdés és Ramsey). (\/§)k < R(k) < 4%, minden k > 3 esetén.

k .
Legyen n < (v/2)". Kell: K,-nek van olyan piros-kék élszinezése, amelyben
nincs monokromatikus k-klikk.

Tekintsiik a K, dsszes piros-kék élszinezését. (Ezekbdl 2(2) darab van.)
Minden k elemi K C V(K,) ponthalmazra csinaljuk a kdvetkez6t: Tegyiink
egy Xx-et azokhoz az élszinezésekhez, amelyek a K cstcshalmaza k-klikket
monokromatikusra szinezik.

Az igy kirakott x-ek szama: (Z) 2.2(3)-(3).

Mindjart kiszamoljuk, hogy ez a szam kisebb 2<g)—nél, K,, dsszes piros-kék él-
szinezései szamanal. Ez azt jelenti, hogy még ha az x-eket mind kiilonb6z8
élszinezésekre is tettiik volna (nem ez a helyzet), akkor is maradna olyan élszi-
nezése K,-nek, amelyre nem keriilt x. Ebben az élszinezésben nincs monokro-
matikus & ponta klikk, készen vagyunk. O



A Ramsey-szamok becslései

Tétel (Erdés és Ramsey). (\/5) R(k) < 4% minden k > 3 esetén.

A hianyzé szamolas: n < (\/_) (és k > 3) esetén

(k) o(3)-(8) < o3,

Biz. A 2(2)_vel val6 osztas utani ekvivalens alakot latjuk be:

k K2 B kBeoD kg
M) ) WD e 2T
27— 20 ) « 22 27 = = <1
(k) k! k! k! k!
e 1. egyenl6tlenség: (Z) = n(n_l)ﬁ"—kﬂ) < R = Z—I,C

k
e 2. egyenl6tlenség: Itt hasznaltuk az n < (v/2)" feltételt.

ki
e Utolsé egyenlétlenség: Az ap, = % jeloléssel élve egyszerl szamolas, hogy
ag < 1. Tovabba ay, > aj.1, ha k > 3, ugyanis aj.1/ar = V2/(k+1) < 1.



Vége a félévnek

Kdszonom a figyelmet!

THE END



