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Informaciék

Honlapom: http://www.math.u-szeged.hu/ ngaba/

Itt megtalalhaték az elérhetségeim, fogaddéram, illetve az el6adas és a gya-
korlat honlapja stb. A kurzushonlapokrél minden kivetitett vagy kiosztott se-
gédanyag letolthets, illetve elérhets a pontos tételsor is (Id. TEMATIKA).


http://www.math.u-szeged.hu/~ngaba/

KOVETELMENYEK

Gyakorlat [max. 60 pont]:

o Két zarthelyi [max. 20 + 20 pont|: marcius 25. és majus 20.

e Hazi feladatok [max. 20 pont]: Osszesen 12 adag, 2-2 pont értékben, a
legjobb 10 pontszdm szamit.

e Pluszpontok: Orai munkaért, szorgalmi feladatokért.

e Az egyik zh javithat6/pétolhaté (a vizsgaidészakban); a hazi feladatok nem.
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Gyakorlat [max. 60 pont]:
o Két zarthelyi [max. 20 + 20 pont|: marcius 25. és majus 20.

e Hazi feladatok [max. 20 pont]: Osszesen 12 adag, 2-2 pont értékben, a
legjobb 10 pontszdm szamit.

e Pluszpontok: Orai munkaért, szorgalmi feladatokért.

e Az egyik zh javithat6/pétolhaté (a vizsgaidészakban); a hazi feladatok nem.

El6adas [max. 40 pont]:

e Vizsga [max. 40 pont|: Rovid irasbeli beugré + szébeli vizsga (1 kombina-
torika és 1 grafelmélet tételbdl). Tovabbi részletek a honlapon.

e Pluszpontok: Erdemi hozzaszélasért, illetve barmilyen hibajelzésért.

e A 40 el6adaspontbdl legalabb 15 pontot el kell érni a kurzus teljesitéséhez.



1. ea. KOVETELMENYEK 2/18

Gyakorlat [max. 60 pont]:
o Két zarthelyi [max. 20 + 20 pont|: marcius 25. és majus 20.

e Hazi feladatok [max. 20 pont]: Osszesen 12 adag, 2-2 pont értékben, a
legjobb 10 pontszdm szamit.

e Pluszpontok: Orai munkaért, szorgalmi feladatokért.
e Az egyik zh javithat6/pétolhaté (a vizsgaidészakban); a hazi feladatok nem.
El6adas [max. 40 pont]:
e Vizsga [max. 40 pont|: Rovid irasbeli beugré + szébeli vizsga (1 kombina-
torika és 1 grafelmélet tételbdl). Tovabbi részletek a honlapon.
e Pluszpontok: Erdemi hozzaszélasért, illetve barmilyen hibajelzésért.
e A 40 el6adaspontbdl legalabb 15 pontot el kell érni a kurzus teljesitéséhez.
Erdemjegy:
0-49: (1) 50-62:(2) 63-75:(3) 76-87:(4) 88-100: (5)



Jel6lések

Jeldlések / konvencidk.

N:={0,1,2,3,4,...} (természetes szamok halmaza)
7t :={1,2,3,4,5,...} (pozitiv egészek halmaza)
n] :={1,2,...,n} (standard n elemd halmaz)

|A| halmaz vagy multihalmaz elemszama

U halmazok diszjunkt uniéja, pl. AU BUC. Ez a szokasos halmazelméleti
unid, azzal a tobbletinformaciéval, hogy az dsszeuniézott halmazok paronként
diszjunktak.



Mi a (leszamlalé) kombinatorika?

Egy tipikus kombinatorika feladat.
Hany 5-tel oszthaté hétjegyii palindrom szam van?
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Egy tipikus kombinatorika feladat.
Hany 5-tel oszthaté hétjegyii palindrom szam van?

A kombinatorika alapproblémaja.
Egy Osszeszamlalasi feladat egy adott H véges halmaz elemszamanak megha-

tarozasat kéri.
H
|H|=7



Mi a (leszamlalé) kombinatorika?

Egy tipikus kombinatorika feladat.
Hany 5-tel oszthaté hétjegyii palindrom szam van?

A kombinatorika alapproblémaja.
Egy Osszeszamlalasi feladat egy adott H véges halmaz elemszamanak megha-
tarozasat kéri.

H

\H| =7

A megszamolandé objektumokat ugyanis belerakhatjuk egy halmazba. Példaul
a fenti feladatban az 5-tel oszthaté hétjegyii palindrom szamok halmazanak
elemszamat kell meghatarozni.



Bijekcids alapelv

Definicié. A ¢: A — B leképezés bijekcié (vagy parbaallité leképezés), ha

e injektiv, azaz kiilonb6z6 A-beli elemek képe kiilonbozs (tehat tetszéleges
a1 # as A-beli elemek esetén ¢(ay) # é(az)), ES

e sziirjektiv, azaz minden B-beli elem el6all képként (tehat tetszéleges b € B
elemhez talalhaté olyan a € A elem, amelyre ¢(a) = b).




Bijekcids alapelv

Definicié. A ¢: A — B leképezés bijekcié (vagy parbaallité leképezés), ha

e injektiv, azaz kiilonb6z6 A-beli elemek képe kiilonbozs (tehat tetszéleges
a1 # as A-beli elemek esetén ¢(ay) # é(az)), ES

e sziirjektiv, azaz minden B-beli elem el6all képként (tehat tetszéleges b € B
elemhez talalhaté olyan a € A elem, amelyre ¢(a) = b).

Ekvivalens definiciéo. A ¢: A — B leképezés bijekcio, ha minden B-beli elem-
nek pontosan egy Gse van A-ban.
¢ injektiv = Minden B-beli elemnek legfeljebb egy 6se van A-ban.

¢ sziirjektiv = Minden B-beli elemnek legalabb egy &se van A-ban.



Bijekcids alapelv

Definicié. A ¢: A — B leképezés bijekcié (vagy parbaallité leképezés), ha

e injektiv, azaz kiilonb6z8 A-beli elemek képe kiilonb6zs (tehat tetszéleges
a1 # as A-beli elemek esetén ¢(ay) # é(az)), ES

e sziirjektiv, azaz minden B-beli elem el6all képként (tehat tetszéleges b € B
elemhez talalhaté olyan a € A elem, amelyre ¢(a) = b).

Ekvivalens definicié. A ¢: A — B leképezés bijekcio, ha minden B-beli elem-
nek pontosan egy 6se van A-ban.

Bijekcids alapelv. Az A, B véges halmazok elemszama pontosan akkor egye-
zik meg, ha létezik A — B bijekcid.




Az alapok alapja: Elemszam

Aprop6. Egész pontosan mit is értiink egy halmaz elemszaman? Hogyan defi-
nidljuk ezt a fogalmat? (Ezt még nem tisztaztuk. Ezzel kellett volna kezdeni a
kurzust.)

A
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Definicié. Az A halmaz elemszama n, ha létezik A — {1,2,...,n} bijekcié.

Megjegyzés. Egy halmaz elemeinek ,ujjal torténé” megszamolasa kozben tu-
lajdonképpen épp egy ilyen bijekciét adunk meg valamely n-re.




Az alapok alapja: Elemszam

Aprop6. Egész pontosan mit is értiink egy halmaz elemszaman? Hogyan defi-
nidljuk ezt a fogalmat? (Ezt még nem tisztaztuk. Ezzel kellett volna kezdeni a
kurzust.)

Definicié. Az A halmaz elemszama n, ha létezik A — {1,2,...,n} bijekcié.

Megjegyzés. Egy halmaz elemeinek ,ujjal torténé” megszamolasa kozben tu-
lajdonképpen épp egy ilyen bijekciét adunk meg valamely n-re.

Definicié. Egy A halmaz véges, ha |A| = n valamely n természetes szamra.
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Definicié. Az A halmaz elemszama n, ha létezik A — {1,2,...,n} bijekcid.

Megjegyzés. Egy halmaz elemeinek ,ujjal torténé” megszamolasa kozben tu-
lajdonképpen épp egy ilyen bijekciét adunk meg valamely n-re.

Definicié. Egy A halmaz véges, ha |A| = n valamely n természetes szamra.

) 3k %k

Megjegyzés. A pontossag kedvéért még jé par olyan dolgot be kellene bizo-
nyitanunk itt a halmazelemszamrdl, amit mar évodas korunkban is tudtunk.
Példaul, hogy egy véges halmaz elemszama egyértelmiien meghatarozott, azaz
egy halmaz nem lehet egyszerre mondjuk 5 elemii és 8 elemdi is. (Ezt a fenti

definicié nem garantalja. Ez egy allitas, amit igazolni kell.) De erre most nincs
idénk . ..



(0SS LELESIEIET Y

Mikor adunk 6ssze?

H



(0SS LELESIEIET Y

Mikor adunk 6ssze? Amikor osztalyozunk (= csoportositunk).

IHI=\A1|+|Azl+|A3I+|A4!=3+2+5+1:11.
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Mikor adunk 6ssze? Amikor osztalyozunk (= csoportositunk).

!HII\A1|+|A2|+|A3I+|A4!:3+2+5+1:11.

Osszeadasi alapelv. Ha a H véges halmaz elemeit osztalyozzuk az

A1, A, . AL CH
paronként diszjunkt halmazokba (tehat H minden eleme pontosan egy A;
halmazban szerepel), akkor

|H| = |A1| + |Ag| + - - + | Ag|-




1. ea. Osszeadasi alapelv

Mikor adunk 6ssze? Amikor osztalyozunk (= csoportositunk).

!HII\A1|+|A2|+|A3I+|A4!:3+2+5+1:11.

Osszeadasi alapelv (tomér verzi6).
‘A1UA2UUA]€’ = |A1’—|—’A2|+"'—|—|Ak|,

ahol U a diszjunkt uniét jeldli, és Ay, ..., Aj véges halmazok.




A szorzasi alapelv el6tt

Mikor szorzunk?



A szorzasi alapelv el6tt

Mikor szorzunk? 1. Egyrészt akkor, amikor egyforma méretii osztalyokat ala-
kitunk ki, és az 6sszeadasi alapelv alkalmazasakor ezen osztalyok elemszamanak
Osszege szorzassal adédik. (Altalanos iskola: A szorzas ismételt 6sszeadas.)

|H|=3+3+3+3=4-3.

(Ez még nem a szorzasi alapelv. Hanem az dsszeadasi alapelv specialis esete.)



Szorzasi alapelv

Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle
szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség
van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”

Majd ebbél arra kdvetkeztetiink, hogy ,Ez Gsszesen 3 - 5 = 15 lehet8ség.”
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Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle
szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség
van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”

Majd ebbél arra kdvetkeztetiink, hogy ,Ez Gsszesen 3 - 5 = 15 lehet8ség.”

Szorzasi alapelv. Tetszéleges Ay, ..., A; véges halmazokra
|A1 XA2 Xoee XAk| = |A1‘|A2||Ak‘
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Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle
szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség
van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”

Majd ebbél arra kdvetkeztetiink, hogy ,Ez Gsszesen 3 - 5 = 15 lehet8ség.”

Szorzasi alapelv. Tetszéleges Ay, ..., A; véges halmazokra
|A1 XA2 Xoee XAk| = |A1"A2||Ak‘

Emlékeztetd. Az A; x Ay x --- X Ay azon k-asok (= k hosszl sorozatok)
halmazat jeldli, amelyek elsé eleme A1-bél, masodik eleme As-bdl, ..., k-adik
eleme Aj-bdl keriil ki. Formalisan,

A1XA2X---XAk:{(al,ag,...,ak)26L1€A1, as € Ag, ..., CLkEAk}.
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Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle
szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség
van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”

Majd ebbél arra kdvetkeztetiink, hogy ,Ez Gsszesen 3 - 5 = 15 lehet8ség.”

Szorzasi alapelv. Tetszéleges Ay, ..., A; véges halmazokra
|A1 XA2 Xoee XAk| = |A1"A2||Ak‘

A fenti példaban ha A jeldli az ,egyik valami'-re vonatkoz6 valasztasi lehets-
ségek halmazat, A, jeldli a ,masik valami”-re vonatkozé valasztasi lehetéségek
halmazat, akkor az A1 x Ag halmaz elemei (a rendezett parok) a két valasztas
lehetséges egyiittes kimeneteleinek felelnek meg.



Szorzasi alapelv

Mikor szorzunk? 2. Masrészt akkor, ha egy 6sszeszamlalasi probléemanal efféle
szituaciéba keriiliink: ,, ... Ennek a valaminek a megvalasztasara 3 lehetdség
van, a téle fiiggetlen masik valaminek a megvalasztasara pedig 5 lehet8ség van,
tovabbi megkdtések nélkdil.”

Majd ebbél arra kdvetkeztetiink, hogy ,Ez Gsszesen 3 - 5 = 15 lehet8ség.”

Szorzasi alapelv. Tetszéleges Ay, ..., A; véges halmazokra
|A1 XA2 Xoee XAk| = |A1‘|A2||Ak‘

Példa.
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Szorzasi alapelv. Tetszéleges Ay, ..., A; véges halmazokra
|A1 XA2 X ooo XAk| = |A1||A2||Ak|

Bizonyitas. Osztalyozzuk A; x - -+ x Ay elemeit (k-asait) aszerint, hogy mi
a k-as els6 eleme. Ekkor |A;| darab osztaly jon létre, és minden osztalyban
|Ag x -+ X Ag| darab k-as lesz (a bijekciés alapelvet is hasznalva), igy az
Osszeadasi alapelv szerint

|A1 X Ag X -+ X Ag| = |A1] - |Ag x -+ X Agl.
Ezt a gondolatmenetet megismételve Ay X - - - X Aj-re, kapjuk, hogy
|Ag X -+ X Ag| = |Aa] - |Ag x -+ x Al
Es igy tovabb (= k szerinti indukcié), ebbdl adédik az allitas:
|A] X Ag X -+ X Ag| = |A1] - |Ag2 X -+ X Ag| =
[Av] - [Ag| - [Az > oo X Apf = - = [A] - [Ag| - .- [Ag]. O
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e Az eddig targyalt alapelvek (ijeszt6 absztraktsaguk ellenére) meglehetésen
nyilvanvaléak.

e Egy Osszeszamlalasi probléma megoldasanak érdemi (nehéz) része az, hogy
rajojjiink, hogy hogyan kell ezeket az alapelveket alkalmazni Ggy, hogy azzal
kénnyebb /ismert elemi részproblémakra vezessiik vissza a feladatot. Pél-
daul, hogy az Osszeadasi alapelv hasznalatakor hogyan vélasszuk meg az
osztalyokat agy, hogy aztan az osztalyok elemszamat meg tudjuk hatarozni.

e A bijekciés alapelvet olyankor hasznaljuk (kimondatlanul), amikor az Gssze-
szamolandé objektumokat el&szor (bijektiven) ,elkédoljuk” valahogy, és nem
kozvetleniil az 6sszeszamolandé objektumokat szamoljuk meg, hanem a ka-
pott kédokat (melyek szama megegyezik az dsszeszamolandé objektumok
szamaval). Erre ezen az el6adason is fogunk még példat latni, amikor egy
halmaz részhalmazait szamoljuk Gssze.



Zardjel-felbontas ~ direkt szorzat

Feladat. Soroljuk fel az dsszes olyan 3-betiis ,sz6t”, amelynek elsé betiije A,
B vagy C'; masodik betiije w, x, y vagy z; a harmadik betiije pedig o vagy 5.



Zarojel-felbontas =~ direkt szorzat

Feladat. Soroljuk fel az dsszes olyan 3-betiis ,sz6t”, amelynek elsé betiije A,
B vagy C'; masodik betiije w, x, y vagy z; a harmadik betiije pedig o vagy 5.

Kapcsoladik.
(A4 B+C)(w+z+y+z)(atp) =
Awa + Awp + Axa + Axf 4+ Aya + Ayp + Aza + AzB+
Bwa + Bwp + Brxa + Bxf + Bya + By + Bza + Bz(+
Cwa+ Cwp + Cra+ Cxf + Cya+ Cyp + Cza+ Czp.



Zarojel-felbontas =~ direkt szorzat

Feladat. Soroljuk fel az dsszes olyan 3-betiis ,sz6t”, amelynek elsé betiije A,
B vagy C'; masodik betiije w, x, y vagy z; a harmadik betiije pedig o vagy 5.

Kapcsoladik.
(A4 B+C)w+z+y+z)(atp)=
Awa + Awp + Axa + Axf 4+ Aya + Ayp + Aza + AzB+
Bwa + Bwp + Brxa + Bxf + Bya + By + Bza + Bz(+
Cwa+ Cwp + Cra+ Cxf + Cya+ Cyp + Cza+ Czp.

Eszrevétel. Tekintsiink egy olyan n-tényezés szorzatot, ahol mindegyik té-
nyezd egy dsszeg, és bontsuk fel a zaréjeleket. A , minden tagot minden taggal
osszeszorzunk” lépés gy is megfogalmazhatd, hogy ha Z; jeldli az i-edik za-
réjel tagjainak halmazat (i = 1,...,n), akkor a zardjel-felbontas utan kapott
Osszeg tagjai éppen a Z1 X - -+ X Z, halmaz elemeinek felelnek meg:

(t1,...,tp) € Zy X +++ X Zy elem e~ {y-...-t, tag a szorzatban.



Zardjel-felbontas ~ direkt szorzat

Feladat. Mennyi a négyjegy(i szamok szamjegyszorzatainak dsszege?
1-0-0-0+1-0-0-1+1-0-0-24+1:0-0-34---4+9-9.9.9="7



Feladat. Mennyi a négyjegy(i szamok szamjegyszorzatainak dsszege?
1-0-0-0+1-0-0-1+1-0-0-24+1:0-0-34---4+9-9.9.9="7
Megoldas.
T+2+4+9O0+1++9)0+1+ - +9)(0+1+- - +9)=45"
O



Skatulyaelv

Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.
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Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Bizonyitas. (Indirekt.) Ha minden skatulyaba legfeljebb 1 targy keriilne, ak-

kor a skatulyakban Gsszesen legfeljebb 1 + 1+ --- 4+ 1 = m targy lenne, ami
m-szer

ellentmondas, mert m + 1 targyat osztottunk szét. O

Csak arrdl van sz6, hogy ha s;-vel jeldljiik az i-edik skatulyaban lévé targyak

szamat, akkor

51<1,5<1, ..., <1 = s1+s9+--+sn, <1+1+---4+1=m.

m-szer
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Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Altalanositott skatulyaelv. Ha N targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor

a) Lesz olyan skatulya, amelybe legalabb N/m (tehat legalabb [N/m])
targy keriil.

b) Lesz olyan skatulya, amelybe legfeljebb N/m (tehat legfeljebb | N/m])
targy kertil.




1. ea. Skatulyaelv 12/18

Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Altalanositott skatulyaelv. Ha N targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor

a) Lesz olyan skatulya, amelybe legalabb N/m (tehat legalabb [N/m])
targy keriil.

b) Lesz olyan skatulya, amelybe legfeljebb N/m (tehat legfeljebb | N/m])
targy kertil.

Bizonyitas. a) Ha minden skatulydba N/m-nél (szigortian) kevesebb targy
kertlne, akkor osszesen kevesebb, mint

m—/s\zer
‘N N N
m  m m

targyunk lenne. O
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Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Altalanositott skatulyaelv. Ha N targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor

a) Lesz olyan skatulya, amelybe legalabb N/m (tehat legalabb [N/m])
targy keriil.

b) Lesz olyan skatulya, amelybe legfeljebb N/m (tehat legfeljebb | N/m])
targy kertil.

Bizonyitas. b) Ha minden skatulyaba N/m-nél (szigortian) tobb targy keriilne,
akkor dsszesen tobb, mint

m—/s\zer
‘N N N
m  m m

targyunk lenne. O
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Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Altalanositott skatulyaelv. Ha N targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor

a) Lesz olyan skatulya, amelybe legalabb N/m (tehat legalabb [N/m])
targy keriil.

b) Lesz olyan skatulya, amelybe legfeljebb N/m (tehat legfeljebb | N/m])
targy kertil.

Megjegyzés. Az altalanositott skatulyaelv csak annak a ténynek a bonyolul-
tabb megfogalmazasa, hogy ha vessziik néhany szam atlagat, akkor az atlag a
legnagyobb és a legkisebb altagolt szam kozott van.

(N/m = atlagos skatulyatartalom.)
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Skatulyaelv. Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan
skatulya, amelybe legalabb 2 targy keriil.

Altalanositott skatulyaelv. Ha N targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor

a) Lesz olyan skatulya, amelybe legalabb N/m (tehat legalabb [N/m])
targy keriil.

b) Lesz olyan skatulya, amelybe legfeljebb N/m (tehat legfeljebb | N/m])
targy kertil.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely k természetes szamnak létezik olyan
tobbszordse, amely csak 0 és 1 szamjegyeket tartalmaz.

Feladat. Egy egységnyi oldalhosszisagi négyzetbe elhelyeztiink valahogy 9
pontot. Bizonyitsuk be, hogy lesz kdztiik harom, amelyek paronkénti tavolsaga
legfeljebb \/2/2. Azt is gondoljuk meg, hogy ez 8 pontra mar nem igaz.



Részhalmazok a kombinatorikaban

PR

A halmaz (informalisan) kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott nincs
sorrendiség. (,Egy zsak, amiben kiilénb6z6 dolgok vannak.”)



Részhalmazok a kombinatorikaban

PR

A halmaz (informalisan) kiilénb6z6 objektumok sszessége, melyek kozott nincs
sorrendiség. (,Egy zsak, amiben kiilénb6z6 dolgok vannak.”)

Ha a H halmazbdl kivalasztunk néhany elemet agy, hogy az elemek kivalasz-

tasanak sorrendje nem szamit, akkor a lehetséges kivalasztasok éppen a H
részhalmazai.



Részhalmazok a kombinatorikaban

A halmaz (informalisan) kiilénb6z6 objektumok sszessége, melyek kozott nincs
sorrendiség. (,Egy zsak, amiben kiilénb6z6 dolgok vannak.”)

Ha a H halmazbdl kivalasztunk néhany elemet agy, hogy az elemek kivalasz-
tasanak sorrendje nem szamit, akkor a lehetséges kivalasztasok éppen a H
részhalmazai.

Definicié. Egy H halmaz hatvanyhalmazan a H &sszes részhalmazainak hal-
mazat értjiik, és ezt P(H)-val jeldljik. Formalisan, P(H) :={R: R C H}.

Példa. A H = {a, b, c} halmaz hatvanyhalmaza:
P(H) = {0.{a}, (b}, {c} {a.b}, {a,c}. {b.e} {a. b} }.



Részhalmazok szama

Szemléltetés. H = {a,b, ¢} részhalmazai:

abc abc
0 coo 000
{a} a ®0oO 100
{b} b X Je 010
{c} = c = ooe = 001
{a,b} ab 00 110
{a,c} abc oo e 101
{b, c} be cee 011

{a,b,c} abc s 111



Részhalmazok szama

Szemléltetés. H = {a,b, ¢} részhalmazai:

abc abc

0 ooo 000

{a} a ®0oO 100
{b} b X Je 010

{c} = c = ooe = 001

{a,b} ab 00 110
{a,c} abe oo e 101
{b, c} bc cee 011
{a,b,c} abc s 111

Tétel. Egy n elemi halmaznak 2™ darab részhalmaza van.
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abc abc

0 000 000

{a} a e0o0 100
{b} b ceo 010

{c} = c = ooe = 001

{a,b} ab eeo 110
{a,c} abec oo e 101
{b,c} bec cee 011
{a,b,c} abc coe 111

Tétel. Egy n elemi halmaznak 2™ darab részhalmaza van.

Bizonyitas. Legyen H egy n elemi halmaz. H egy részhalmazat agy allit-
hatjuk el6, hogy a H halmaz minden elemére eldontjiik, hogy belevessziik-e
a részhalmazba vagy nem (,e vagy o"). Ez n fliggetlen dontés, mindegyik
elemnél kétféle lehet&séggel, ami a szorzasi alapelv szerint &sszesen val6ban
2-2-2-...-2=2" |lehetSség. OJ

n-Szer



Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

A H = {a,b,c} halmaz részhalmazainak jobb szélsé kédolasa vezet el a karak-

terisztikus fiiggvény és vektor fogalmakhoz . ..

abc
1} ooo
{CL} a ® OO
{b} b ceo
{c} = c = ooe
{a,b} ab eeo0
{a,c} abe ece
{b,c} bc cee

{a,b,c} abe cee

abc
000
100
010
001
110
101
011
111




Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

A H = {a,b,c} halmaz részhalmazainak jobb szélsé kédolasa vezet el a karak-

terisztikus fiiggvény és vektor fogalmakhoz . ..

0
{a} a
{b} b
{c} = c
{a,b} ab
{a,c} abc
{b,c} bc
{a,b,c} abc

Definicié. Legyen H egy (alap)halmaz. Az R C H részhalmaz karakterisztikus
fliggvénye az alabbi fiiggvénydefinicival definialt xz: H — {0, 1} fliggvény:
hah¢R

hahe R’

0,
1

?

Xr(h) = {

abce

[o3NeNe]

® OO

(el e

ooe

® e O

@O e

cee

abc
000
100
010
001
110
101
011
111




Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

Definicié. Legyen H egy (alap)halmaz. Az R C H részhalmaz karakterisztikus
fliggvénye az alabbi fiiggvénydefinicival definialt xz: H — {0, 1} fliggvény:

0, hah¢R
XR(h)_{L haheR"

Példa. A H = {1,2,3,4,5,6,7} alaphalmaz R = {2,3,5} részhalmazanak
karakterisztikus fliggvénye

xr:{1,2,3,4,5,6,7} — {0,1}



Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

Definicié. Legyen H egy (alap)halmaz. Az R C H részhalmaz karakterisztikus
fliggvénye az alabbi fiiggvénydefinicival definialt xz: H — {0, 1} fliggvény:

0, hah¢R
XR(h)_{1 haheR

Példa. A H = {1,2,3,4,5,6,7} alaphalmaz R = {2,3,5} részhalmazanak
karakterisztikus fliggvénye

Y

1234567
xre 1 11T 1 1 11
01 101O00O0



Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

Definicié. Legyen H egy (alap)halmaz. Az R C H részhalmaz karakterisztikus
fliggvénye az alabbi fiiggvénydefinicival definialt xz: H — {0, 1} fliggvény:
0, hah¢R
XR(h)_{ 1, hah€ R’

Példa. A H = {1,2,3,4,5,6,7} alaphalmaz R = {2,3,5} részhalmazanak
karakterisztikus fliggvénye

3 45
XR: 111
1 01

O
L

Definicié. Legyen H = {h1, ..., h,} egy n-elemii alaphalmaz. Az R C H rész-
halmaz karakterisztikus vektora az az n-koordinatabdl allé 0-1-vektor, amelynek
i-edik koordinataja xr(h;), minden i € [n]-re. Jeldlése: \r.

Példa. H = {1,2,3,4,5,6,7} és R = {2,3,5} esetén ¥z = (0,1,1,0,1,0,0).



Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

Definicié. Legyen H egy (alap)halmaz. Az R C H részhalmaz karakterisztikus
fliggvénye az alabbi fiiggvénydefinicival definialt xz: H — {0, 1} fliggvény:

0, hah¢R
XR(h)‘{L haheR"

Példa. A H = {1,2,3,4,5,6,7} alaphalmaz R = {2,3,5} részhalmazanak
karakterisztikus fliggvénye

3 45
XR: 111
1 01

O
L

Definicié. Legyen H = {h1, ..., h,} egy n-elemii alaphalmaz. Az R C H rész-
halmaz karakterisztikus vektora az az n-koordinatabdl allé 0-1-vektor, amelynek
i-edik koordinataja xr(h;), minden i € [n]-re. Jeldlése: \r.

Megjegyzés. A karakterisztikus vektor definidlasdhoz (és értelmezéséhez) le
kell rogziteni az alaphalmaz elemeinek egy sorrendjét!



Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

Allitas. Legyen H = {hy,...,h,} egy n-elemi halmaz. Ekkor a
¢:P(H)—{0,1}", R~ Xgr

leképezés bijekcid, azaz P bijektiven parbaallitja H részhalmazait az n hosszi

0-1-vektorokkal. (Ezt az allitast szemlélteti a 14. dia abraja.)




Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

Allitas. Legyen H = {hy,...,h,} egy n-elemi halmaz. Ekkor a
¢:P(H)—{0,1}", R~ Xgr

leképezés bijekcid, azaz P bijektiven parbaallitja H részhalmazait az n hosszi

0-1-vektorokkal. (Ezt az allitast szemlélteti a 14. dia abraja.)

Bizonyitas. Konnyen végiggondolhaté. O



Részhalmaz karakterisztikus fiiggvénye és vektora

Allitas. Legyen H = {hy,...,h,} egy n-elemi halmaz. Ekkor a
¢:P(H)—{0,1}", R~ Xgr

leképezés bijekcid, azaz P bijektiven parbaallitja H részhalmazait az n hosszi

0-1-vektorokkal. (Ezt az allitast szemlélteti a 14. dia abraja.)

Bizonyitas. Konnyen végiggondolhaté. O

Kovetkezmény. Az ,egy n elemii halmaznak 2" részhalmaza van” allitas bi-
zonyitasanak (szérszalhasogatéan) preciz leirasa:

Legyen H egy n elemi halmaz. Az el6z6 allitas szerint létezik bijekcié P(H)
és a {0,1}" halmaz kozott. Igy a bijekcids alapelv szerint

n-szer n-szer n-szer

|73(H)|:|{O,1}”{:’{0,1}><~--><{O,1}‘:|{0,1}|-...-|{O,1}|:2-...-2:2”,

ahol a 3. egyenl6ségnél a szorzasi alapelvet hasznaltuk. O



Paros/paratlan elemszami részhalmazok szama

Tétel. Egy nemiires H halmaznak ugyanannyi paros elemszama részhalmaza
van, mint ahany péaratlan elemszama.

Tehat pontosan a részhalmazok fele, azaz 2"~! darab részhalmaz paros elem-
szamd, ahol n a H elemszama.



Paros/paratlan elemszami részhalmazok szama

Tétel. Egy nemiires H halmaznak ugyanannyi paros elemszama részhalmaza
van, mint ahany paratlan elemszama.

Bizonyitas. Legyen hy a H egy rogzitett eleme. A H-nak a hi-et nem tartal-
mazé részhalmazait parbaallitjuk a hq-et tartalmazé részhalmazokkal agy, hogy
egy R C H \ {h1} halmaz parjanak {h1} U R-et valasztjuk. (Ez parbaallitas.)

Oo0OO0OO0 — eO0O0O0
OeO0OO0O — eeO0O0
Oo0ceO — eOeo
Oo0OCe — eO0O0e
COeeoO — eeeO
cece — eeO0e
OCcee — eOeo0
Ceee — o000

Az 1. oszlop felel meg hi-nek.



Paros/paratlan elemszami részhalmazok szama

Tétel. Egy nemiires H halmaznak ugyanannyi paros elemszama részhalmaza
van, mint ahany paratlan elemszama.

Bizonyitas. Legyen hy a H egy rogzitett eleme. A H-nak a hi-et nem tartal-
mazé részhalmazait parbaallitjuk a hq-et tartalmazé részhalmazokkal agy, hogy
egy R C H \ {h1} halmaz parjanak {h1} U R-et valasztjuk. (Ez parbaallitas.)

Oo0o0O0 — eO0O0O0
OeO0OO0O — @eeO0O0
Oo0CeO0 — eO0eo
Oooce — eO0O0Ce
cCceeoO — eeeo
ceoce — eeCe
Oocee — eOeoe
Ceee — o000

Mivel mindegyik parban 1-gyel tér el a két résztvevé halmaz elemszama, igy
mindegyik parban az egyik halmaz paros elemszama, a masik paratlan elem-
szamu. Ez bizonyitja az allitast. OJ



Binomialis egyiitthaték

Definicié. Az (Z) binomialis egyiitthaté egy n elemii halmaz k elem( részhal-
mazainak szamat jeldli.



Binomialis egyiitthaték

Definici6. Az (}) binomialis egyiitthaté egy n elem halmaz k elemii részhal-
mazainak szamat jeldli.

Ez értelmes definicié, mert nem fiigg az n elemii halmaz valasztasatdl. (Miért?)



Binomialis egyiitthaték

Definicié. Az (Z) binomialis egyiitthat6 egy n elem( halmaz k elem( részhal-
mazainak szamat jeldli.

Ez értelmes definicié, mert nem fiigg az n elemii halmaz valasztasatdl. (Miért?)

Példa. Példaul (g) = 10, mert az {1,2,3,4,5} halmaznak 10 darab 3-elemii
részhalmaza van:

O OO OC @ e 0 06 0 ¢ —
O @€ ® ® OO O @ 0 @ |10
® O e ® O 6 @6 OO @ | W
® € O © € O © O @ O |
® 6 ® O 6 &6 O @86 O O |Ct



Kettds leszamlalas

o Q)0
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o Q)0

Bizonyitas. Mindkét oldal az {1, ..., n} halmaz részhalmazait szamolja Gssze:

Jobb oldal: Lattuk, hogy egy n elemii halmaznak 2™ darab részhalmaza van.

Bal oldal: A bal oldalon a részhalmazokat elemszam szerint osztalyozva sza-
moljuk Ossze: Az (Z) tag az {1,...,n} halmaz k elemi részhalmazait szamolja
meg, k=0,1,...,n. 0



Kettds leszamlalas

Q)

Bizonyitas. Mindkét oldal az {1, ..., n} halmaz részhalmazait szamolja Gssze:

Jobb oldal: Lattuk, hogy egy n elemii halmaznak 2™ darab részhalmaza van.
Bal oldal: A bal oldalon a részhalmazokat elemszam szerint osztalyozva sza-
moljuk Ossze: Az (Z) tag az {1,...,n} halmaz k elemi részhalmazait szamolja
meg, k=0,1,...,n. 0

Kettds leszamlalas. Ha egy 6sszeszamlalasi problémat kétféleképpen is meg-
oldunk (helyesen), akkor a két valasz egyenld.




Kettds leszamlalas

o Q)0

Bizonyitas. Mindkét oldal az {1, ..., n} halmaz részhalmazait szamolja Gssze:
Jobb oldal: Lattuk, hogy egy n elemii halmaznak 2™ darab részhalmaza van.

Bal oldal: A bal oldalon a részhalmazokat elemszam szerint osztalyozva sza-
moljuk Ossze: Az (Z) tag az {1,...,n} halmaz k elemi részhalmazait szamolja
meg, k=0,1,...,n. 0

Kettds leszamlalas. Ha egy 6sszeszamlalasi problémat kétféleképpen is meg-
oldunk (helyesen), akkor a két valasz egyenld.

Ez nyilvanval6. Azért kapott ez nevet, mert két mennyiség egyenl&ségét néha
igy a legegyszeriibb igazolni: alkalmas 6sszeszamlalasi probléma felmutatasaval.



