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Fliggetlen ponthalmazok

Definicié. A G grafban az F' C V(G) ponthalmaz fiiggetlen ponthalmaz, ha
F semelyik két pontja kdzott nem halad él G-ben (és hurokél sem illeszkedik
F-beli pontra).
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Definicié. A G grafban az F' C V(G) ponthalmaz fiiggetlen ponthalmaz, ha
F semelyik két pontja kdzott nem halad él G-ben (és hurokél sem illeszkedik
F-beli pontra).

Definicié. A G grafban talalhaté legnagyobb filiggetlen ponthalmaz méretét
a(G)-vel jeldljik:
a(@) = max{|F| : F fiiggetlen ponthalmaz G-ben}.



Klikkek

Definicié. A G grafban a K C V(G) ponthalmaz klikk, ha K barmely két
pontja kozott halad él G-ben.

G



Klikkek

Definicié. A G grafban a K C V(G) ponthalmaz klikk, ha K barmely két
pontja kozott halad él G-ben.

G

K

Definicié. A G grafban talalhaté legnagyobb klikk pontszamat w(G)-vel jeldl-
juk:
w(G) = max{|K| : K klikk G-ben}.
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Definicié. A G grafban a K C V(G) ponthalmaz klikk, ha K barmely két
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Definicié. A G grafban talalhaté legnagyobb klikk pontszamat w(G)-vel jeldl-
juk:
w(G) = max{|K| : K klikk G-ben}.

Megjegyzés. Sem az a(G), sem az w((G) paraméter kiszamitasara nem ismert
,gyors" algoritmus (és a sejtés szerint nincs is).



Paros grafok

Paros grafok (ismétlés).
F

A

Egy graf paros, ha cstcsai két osztalyba sorolhaték agy, hogy a graf minden éle
e két osztaly kdzott halad (azaz minden él egyik végpontja az egyik osztalyba,
a masik végpontja a masik osztalyba esik).
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Paros grafok (ismétlés).

A

Egy graf paros, ha cstcsai két osztalyba sorolhaték agy, hogy a graf minden éle
e két osztaly kdzott halad (azaz minden él egyik végpontja az egyik osztalyba,
a masik végpontja a masik osztalyba esik).

Eszrevétel. Ha G egy tetszéleges paros graf A és F osztalyokkal, akkor az
A-beli csticsok fokszamainak dsszege megegyezik az F-beli csticsok fokszama-
inak Gsszegével. Es mindkét fokszamdsszeg a graf éleinek szamaval egyenls.




Paros grafok

Emlékeztetd. Egy graf paros, ha csiicsai két osztalyba sorolhaték gy, hogy a
graf minden éle e két osztaly kozétt halad.

Példa. A 3-dimenziés kockagraf paros graf. A csicsok egy jé osztalyozasa
lathat6 az abran: A piros cstcsok alkotjak az egyik osztalyt, a kékek a masikat.
(Azt kell ellenérizni, hogy minden él két végpontja kiilonbdzé szind.)
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Emlékeztetd. Egy graf paros, ha csiicsai két osztalyba sorolhaték gy, hogy a
graf minden éle e két osztaly kozétt halad.

Példa. A 3-dimenziés kockagraf paros graf. A csicsok egy jé osztalyozasa
lathat6 az abran: A piros cstcsok alkotjak az egyik osztalyt, a kékek a masikat.
(Azt kell ellenérizni, hogy minden él két végpontja kiilonbdzé szind.)

T. Egy graf akkor és csak akkor paros, ha nincs benne paratlan hosszia kor. }

Bizonyitas. Lasd gyakorlat. (A nehezebb irany a 9. feladatsor 18. feladata.) O



Csiicsszinezések

A G graf (csucs)szinezésén egy V(G) — P fliggvényt értiink, ahol P egy
véges halmaz, a ,paletta”. (Informalisan, minden cstcsot kiszineziink egy P-
beli szinnel.)
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Definicié. A G graf j6 szinezésén a cstcsoknak egy olyan szinezését értjiik,
amelyben G minden élének két végpontja kiilonbdzé szint kapott.
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beli szinnel.)

Most altalanositjuk az el6z6 dian latott szinezés-tulajdonsagot tobb szinre:
Definicié. A G graf j6 szinezésén a cstcsoknak egy olyan szinezését értjiik,
amelyben G minden élének két végpontja kiilonbdzé szint kapott.

Megj. Ebben a témakdrben csak egyszerii grafokkal foglalkozunk a tovabbiak-
ban! (Hurokél |éte esetén nincs jé szinezése a grafnak, a parhuzamos élek pedig
j6 szinezés szempontjabdl helyettesitheték egyszeres élekkel.)
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A G graf (csucs)szinezésén egy V(G) — P fiiggvényt értiink, ahol P egy
véges halmaz, a ,paletta”. (Informalisan, minden cstcsot kiszineziink egy P-
beli szinnel.)

Most altalanositjuk az el6z6 dian latott szinezés-tulajdonsagot tobb szinre:
Definicié. A G graf j6 szinezésén a cstcsoknak egy olyan szinezését értjiik,
amelyben G minden élének két végpontja kiilonbdzé szint kapott.

Megj. Ebben a témakdrben csak egyszerii grafokkal foglalkozunk a tovabbiak-
ban! (Hurokél |éte esetén nincs jé szinezése a grafnak, a parhuzamos élek pedig
j6 szinezés szempontjabdl helyettesitheték egyszeres élekkel.)

Megj. Egyszerii grafoknak mindig van jé szinezése, példaul szinezhetjiik az
dsszes cshcsot kiilonb6zs sziniire. Fontos optimalizalasi probléma a felhasznalt
szinek szamanak minimalizalasa.



Kromatikus szam

Definicié. A G egyszer(i graf x(G)-vel jeldlt kromatikus szama az a legkisebb
szinszam, ahany szin felhasznalasaval jol szinezhets G.
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szinszam, ahany szin felhasznalasaval j6l szinezheté G.

Tehat ,,x(G) = k" KET dolgot jelent: G-nek létezik j6 szinezése k szinnel, ES
kevesebb szinnel nem szinezheté jol G'!
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Megjegyzés. A paros grafok pontosan a 2-szinezhet$ grafok. (Ez egy ekviva-
lens definicié.)



Kromatikus szam

Definicié. A G egyszer(i graf x(G)-vel jeldlt kromatikus szama az a legkisebb
szinszam, ahany szin felhasznalasaval j6l szinezheté G.

Tehat ,,x(G) = k" KET dolgot jelent: G-nek létezik j6 szinezése k szinnel, ES
kevesebb szinnel nem szinezheté jol G'!

Konvencié. A k szinnel j6l szinezhet grafokat roviden k-szinezheté grafoknak
nevezziink. Masszéval: A G graf k-szinezhets <— x(G) < k.

Megjegyzés. A paros grafok pontosan a 2-szinezhet$ grafok. (Ez egy ekviva-
lens definicié.)

Megjegyzés. A kromatikus szdm meghatarozasara nem ismert ,hatékony” al-
goritmus, és a sejtés szerint nincs is. S6t, mar a 3-szinezhet8ség is nehéz kér-
dés: A P # NP probléma egy tjabb ekvivalens alakja (v6. Hamilton-korok),
hogy létezik-e polinomidejii algoritmus annak elddntésére, hogy egy graf 3-
szinezhetd-e. (A 2-szinezhet8ség eldontése egyszerii. HF.)



A kromatikus szadm alsé becslései

Allitas. x(G) > w(G). |
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Allitas. x(G) > w(G). |

Bizonyitas. Tekintsiink egy legnagyobb, azaz w(G) pontt K klikket G-ben.
Vilagos, hogy G j6 szinezésekor K pontjait mind kiilonb6z6 szintire kell szinezni.
Tehat legalabb | K| = w(G) szin sziikséges G j6 szinezéséhez. O
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Megjegyzés. x(G) > w(G) elsfordulhat. Sét:

Tétel. Tetszbleges (nagy) k > 2 szamhoz létezik olyan G graf, melynek kro-
matikus szama legalabb %, de G-ben nincs haromszdg, azaz w(G) = 2.



A kromatikus szadm alsé becslései

Tétel. Tetszbleges (nagy) k > 2 szamhoz létezik olyan G graf, melynek kro-
matikus szama legalabb %, de G-ben nincs haromszdg, azaz w(G) = 2.

Feladat*. Legyen G az az egyszerii graf, amelynek cstcsai az {1,..., N} hal-
maz kételem( részhalmazai van (tehat (g) cstcs van), és két csucs (kételemi
halmaz) pontosan akkor 6sszekdtott, ha az egyik halmaz nagyobbik eleme meg-
egyezik a masik halmaz kisebbik elemével. Példaul a {2,5} és {5,9} csicsok
Osszekotottek, de az {1,4} és {2,8} nem, valamint a {2,5} és {2,6} sem.
Allitas: Gy-ben nincs haromszog, és ha N > 2k akkor X(Gn) > k.

Megjegyzés. Tovabbi konstrukciok talalhaték a honlapon.
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Allit3 V(G)]
Allitas. x(G) > G




A kromatikus szadm alsé becslései

Allitas. x(G) > Y&

Bizonyitas. El&szor is vegyiik észre, hogy GG j6 szinezése nem mas, mint fligget-
len ponthalmazokra térténé osztalyozasa a csiicshalmaznak, hiszen az egyszinii
cstcsok kozott nem halad(hat)nak élek. (V6. paros grafok osztalyozasos és
szinezéses definicidinak ekvivalenciaja.)

'1" szindi
cstcsok

12! szinii
csticsok

I
k' szinid 13" szind

estcsok csticsok
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Allita V(G)]
Allitas. x(G) > G

Bizonyitas. El&szor is vegyiik észre, hogy GG j6 szinezése nem mas, mint fligget-
len ponthalmazokra térténé osztalyozasa a csiicshalmaznak, hiszen az egyszinii
cstcsok kozott nem halad(hat)nak élek. (V6. paros grafok osztalyozasos és
szinezéses definicidinak ekvivalenciaja.)

Szinezziik j6l G-t optimalisan, azaz x(G) szinnel. Ezzel G csticshalmazat x(G)
darab fliggetlen ponthalmazra osztalyoztuk, és mindegyik osztaly legfeljebb
a(G) méretii (hiszen a(G) a legnagyobb | fliggetlen ponthalmaz’-méret).

Az osztalyméretekre vonatkozé fels6 becsléseket 6sszeadva kapjuk, hogy
V(G)] < x(G) - a(G),

ami rendezés utan épp a bizonyitandé. O
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pozitiv egész szamot szinként, amely nem je-
lenik meg v mar szinezett szomszédain.
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2 5. lenik meg v mar szinezett szomszédain.
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Mohé szinezési algoritmus. Adott egy G egyszerii graf, amelyet jél akarunk
szinezni. (A kiosztott szinek pozitiv egész szamok lesznek.)

2 e Jeldljik ki G csitcsainak egy 7 sorrendjét.
(Ld. sziirke sorszamok az abran.)
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Allitas. Az algoritmus végén G egy j6 szinezését kapjuk.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszéleges e € E(G) élt. Az e él késébb szinezett
v végpontjanak szinezésekor figyeltiink arra, hogy mas szint valasszunk, mint
a korabban szinezett u végpontjanak szine (hiszen v szinezésekor az u mar
szinezett szomszédja v-nek). O
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Megjegyzés. A mohé algoritmus végén kapott szinezés — és igy a felhasznalt
szinek szama is — fiigg(het) az algoritmus elsé lépésében valasztott 7 cslcsszi-
nezési sorrendtdl!
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egy felsé becslés x(G)-re: ennyi szin elég.
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2 1 lenik meg v mar szinezett szomszédain.

Megjegyzés. A mohé algoritmus nem biztos, hogy optimalisan szinez, pl. az
abran lathato graf 3 szinnel is j6l szinezhets. A felhasznalt szinek szdma csak
egy felsé becslés x(G)-re: ennyi szin elég.

De. Minden G grafhoz van olyan 7 cstcssorrend, amely szerint haladva a mohé
szinezés optimalisan, azaz x(G) szint felhasznalva szinezi G-t. (Nem biz.)
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A mohé szinezés analizise. A kromatikus szam felsé becslései.

A G grafban eléfordulé legnagyobb (cstcs)fokszamot A(G)-vel jeldljiik.
{Tétel. X(G) < A(G) + 1. }

Biz. Szinezziik j6l mohé algoritmussal GG csiicsait (tetszéleges 7 sorrend szerint
haladva). Megmutatjuk, hogy minden csics az {1,...,A(G) + 1} halmazbdl
kapott szint, vagyis hogy a kapott jé szinezés legfeljebb A(G)+1 szint hasznal:

o Egy tetszéleges v csiicsnak d(v) darab szomszédja van, ezek kdziil bizonyosak
szinezettek v szinezésekor. Igy v szinezésekor v mar szinezett szomszédainak
szama legfeljebb d(v), tehat legfeljebb A(G).

e Emiatt legfeljebb A(G)-féle kiilonbozs szin jelenik meg v szomszédain (még
akkor is, ha mindegyik szinezett szomszéd mas szin().

o igy az 1,2,...,A(G) + 1 szinek koziil legalabb egy nem szerepel v mar

szinezett szomszédain. Az algoritmus ezen ,szabad” szinek koziil valasztja a
legkisebbet v szinének, tehat v szine valéban a mondott halmazbdl keriil ki. [



A mohé szinezés analizise. A kromatikus szam felsé becslései.

A G grafban eléfordulé legnagyobb (cstcs)fokszamot A(G)-vel jeldljiik.
{Tétel. X(G) < A(G) + 1.

A teljes grafok és a paratlan korok esetén a fenti tételben egyenléség all fenn.
(Miért?) Minden mas osszefiiggd graf esetén a tételbeli felsd becslés javithatd:

Brooks-tétel. Ha G egy olyan dsszefiiggs graf, amely nem teljes graf és nem
paratlan kor, akkor

x(G) < A(G).

Nem bizonyitjuk.



