A FIBONACCI-SZAMOK ZART ALAKJA

EMLEKEZTETO. Az (F),),-, Fibonacci-sorozatot az Fy = Fy = 1; F,, = F,_; + F,_» (ha
n > 2) linearis rekurzioval definialtuk.

ALLITAS. A fenti linedris rekurzid megolddsa, vagyis a Fibonacci-szdmok zdrt alakja:

F_l 1+\/5n+1 1_\/5n+1

BizoNyYiTAs.
1. 1épés: Meghatdrozzuk a sorozat generdtorfigguényét.
Legyen
oo
F(z) = Z F,x".
n=0
Az
F(z) = Fy + Fix + Foa? + Fya® + Fya* + Fsa® + ...
—zF(x)= — Fyx — Fla? — Fya® — Fya* — Fya® — ...
—2°F(2) = — Foa? — Fyo® — Fya* — Fya® — ...

formalis hatvanysorokat Osszeadva az
(1—2—2*)F(z) = Fy+ (F1 — Fo)z

Osszefliggést kapjuk, mert az Osszeadas utan a jobb oldalon a legalabb masodfoku tagok
egyiitthatoira az F,, — F,,_1 — F,_o értékek adodnak (n = 2,3,4,...), melyek a definialo
rekurzi6 szerint O-val egyenlSk. Az Fy = 1 és F; = 1 kezdGértékek behelyettesitése utan

(1—x—2?)F(z) =1

adodik, ami a formalis hatvanysorok hédnyadosdnak definicidja szerint azt jelenti, hogy

1
Flz)=——.
(z) 1—2z—2a2
2. lépés: Parcidlis tortekre bontjuk a kapott hanyadost.
2/a. Eldszor elséfoki polinomok szorzatdra bontjuk a mevezdt. (A komplex szamtest felett
ilyen szorzatra bontas mindig létezik. Legalabb 6todfokt nevezd esetén azonban problémakba
titkdzhetiink, ha ezt meg is szeretnénk taldlni.)

2 T2 2 z\?2 VB 2 V5 —/5
o= () B () () - (- 1) - 15

Megjegyezziik, hogy ez a szorzatta alakitas kicsit ,triitkkos”. Mésodfokd polinomok szorzatté
alakitasanak a mechanikus modja az, hogy kiszamoljuk a gyokoket megoldoképlettel, és fel-
irjuk a gyoktényezds alakot (ami annak felel meg, hogy az els§ lépésben a ,standard” modon

alakitjuk teljes négyzetté a polinomot), amibél most a (—1) (1: — %\/g) (x — %\/g) =

<1+—2‘/5 + x) (%‘/5 — x) szorzatta alakitashoz jutnank. Ebbél a szorzatta alakitasbol kiin-

dulva természetesen ugyanugy végigvihets lenne a generatorfiiggvény egyiitthatéinak meg-
hatarozéasa, csak egy kicsit tobb szamoléassal. Az altalunk valasztott ,nem standard” teljes
négyzetre hozas utan régton olyan szorzat alakban kaptuk meg a nevezét, ami kényelmes lesz
a tovabbiakban (a tényezSkben a konstans tag 1). Méasodrendii linearis rekurziok megolda-
sakor mindig ez a fajta szorzatta alakitis jar a legkevesebb munkaval.
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2 /b. Meghatdrozzuk a parcidlis tortek szdmldloit. Keressiik azokat az a, 8 szdmokat, ame-

lyekre
1 B 1 B a N B
1—:c—3:2_<1_1+2\/5x) (1_1—2\/5x>_1_1+\/5x 1_ =6,

2

Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha k6z0s nevezére hozés utan a szamlalok megegyeznek,

a<1—1_2\/5$>+5<1— 1+2\/533> =1,

azaz az [x2°] és [z!] egyiitthatokat Ssszehasonlitva, ha a-ra és B-ra teljesiil, hogy

a+p=1
1—+5 1 5
—Q f — 6 . + f — 0'
2 2
Az elss egyenlet 1JrT‘@—szeresét hozzdadva a mésodikhoz ... , az egyenletrendszer megoldésa
_ 1 145 _ 1 1-5 .
=55 esﬁ——ﬁ- 5>, amibdl
1 1 1++5 1 1 1-+5 1

1—3:—:172_% 2 1 V5, ﬁ 2 1 1=v5,"

3. 1épés: Leolvassuk az egyiitthatokat.

1
Fx) = 1—x— a2 -
1 1++5 1 1 1-—+5 1

Tehat




