Az [}] sZAMOK GENERATORFUGGVENYE

TETEL. Legyen n € N régzitett.

n

Z[Z:|xk:x($+1)(x+2)...(1‘+n_1)'

k=0

BizoNyiTAs. Mindkét oldalon egy n-edfokt polinom szerepel. Fliggvényként tekintve a két
oldalra, belatjuk, hogy barmilyen m pozitiv egész szamot is helyettesitiink x helyére, a két
oldal megegyezik. Ebbdl kivetkezik a tételbeli két (formalis) polinom egyenlgsége. (Lasd ,,A
polinomok kétféle szemlélete kozotti kapesolat” segédanyag lemmajat.)

Kettds leszamlalassal mutatjuk meg, hogy tetszdleges m € Z* esetén

Zn: mmkZm(m+1)(m+2)...(m+n—1).
k=0

Mindkét oldal az [n] halmaz ciklusszinezett permutacioit szamolja meg, ha m szin all rendel-
kezésre a ciklusok szinezéséhez. (Ciklusszinezett permutacio alatt a tovabbiakban egy olyan
permutéaciot értiink, amelynek minden ciklusat kiszineztiik valamilyen szinnel. Az alabbi 4bra
vilagossa teszi a fogalmat.)
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A Dbal oldal a ciklusok széma szerint osztalyozva szamol: [Z] m¥ darab olyan ciklusszine-
zett permutacié van, amelynek k ciklusa van. Ugyanis m -féleképpen tudunk megadni egy
k ciklusi (szinezetlen) permutaciét az [n] halmazon, majd a valasztott permutaciot m*-
féleképpen tudjuk ciklusszinezni.

A jobb oldal a kovetkezsképpen szamol. Az {1} alaphalmazon nyilvain m darab ciklus-
szinezett permutécié van. Az [n] alaphalmaz ciklusszinezett permutécioit megkaphatjuk gy,
hogy ,egyesével szirjuk be” a 2,3,...,n tovibbi elemeket a méar felépitett ciklusszinezett
permutacioba. Amikor az ¢ elemet (2 < i < n) hozzavessziik a mar felépitett ciklusszinezett
permutéacionkhoz (melynek alaphalmaza [i — 1)), akkor vagy egy 4j 1 hossza ciklust hozunk
létre vele (‘07 egyediil alkot egy ciklust), amelyet m-féleképpen szinezhetiink ki, vagy az i
elemet ,betoldjuk” egy mar meglévs ciklusba (aminek a szinét megorokli 4”), ahol a betoldas
helyének megvalasztasara i— 1 lehetéségiink van. Osszegezve, az ‘i’ elem besztrasanal m+i—1
donteési lehetéségiink van (a korabbi dontéseinktdl fliggetleniil). Nem nehéz latni, hogy ez-

c sz

pontosan egyszer, tehat a fentiekbol kovetkezGen a szamuk m(m—+1)(m+2)...(m+n—1).0



