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Fliggetlen ponthalmazok

Definicié. A G grafban az F' C V(G) ponthalmaz fiiggetlen ponthalmaz, ha
F semelyik két pontja kdzott nem halad él G-ben (és hurokél sem illeszkedik
F-beli pontra).




Fliggetlen ponthalmazok

Definicié. A G grafban az F' C V(G) ponthalmaz fiiggetlen ponthalmaz, ha
F semelyik két pontja kdzott nem halad él G-ben (és hurokél sem illeszkedik
F-beli pontra).
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Definicié. A G grafban talalhaté legnagyobb klikk pontszamat w(G)-vel jeldl-
juk:
w(G) = max{|K| : K klikk G-ben}.
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Definicié. A G grafban talalhaté legnagyobb klikk pontszamat w(G)-vel jeldl-
juk:
w(G) = max{|K| : K klikk G-ben}.

Megjegyzés. Sem az a(G), sem az w((G) paraméter kiszamitasara nem ismert
,gyors" algoritmus (és a sejtés szerint nincs is).



Paros grafok

Paros grafok.
F

A

Egy graf paros, ha cstcsai két osztalyba sorolhatdk agy, hogy a graf minden éle
e két osztaly kozott halad (azaz minden él egyik végpontja az egyik osztalyba,
a masik végpontja a masik osztalyba esik).
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Paros grafok.

A

Egy graf paros, ha cstcsai két osztalyba sorolhatdk agy, hogy a graf minden éle
e két osztaly kozott halad (azaz minden él egyik végpontja az egyik osztalyba,
a masik végpontja a masik osztalyba esik).

Eszrevétel. Ha G egy tetsz6leges paros graf A és F' osztalyokkal, akkor az
A-beli csticsok fokszamainak dsszege megegyezik az F-beli csticsok fokszama-
inak Osszegével. Es mindkét fokszamdsszeg a graf éleinek szamaval egyenlé.




Paros grafok

Emlékeztetd. Egy graf paros, ha csiicsai két osztalyba sorolhaték gy, hogy a
graf minden éle e két osztaly kozétt halad.

Példa. A 3-dimenziés kockagraf paros graf. A csicsok egy jé osztalyozasa
lathat6 az abran: A piros cstcsok alkotjak az egyik osztalyt, a kékek a masikat.
(Azt kell ellenérizni, hogy minden él két végpontja kiilonbdzé szind.)
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Emlékeztetd. Egy graf paros, ha csiicsai két osztalyba sorolhaték gy, hogy a
graf minden éle e két osztaly kozétt halad.

Példa. A 3-dimenziés kockagraf paros graf. A csicsok egy jé osztalyozasa
lathat6 az abran: A piros cstcsok alkotjak az egyik osztalyt, a kékek a masikat.
(Azt kell ellenérizni, hogy minden él két végpontja kiilonbdzé szind.)

T. Egy graf akkor és csak akkor paros, ha nincs benne paratlan hosszia kor.

Bizonyitas. Lasd gyakorlat. (Nem fért bele.) O



Csiicsszinezések

A G graf (csucs)szinezésén egy V(G) — P fliggvényt értiink, ahol P egy
véges halmaz, a ,paletta”. (Informalisan, minden cstcsot kiszineziink egy P-
beli szinnel.)
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amelyben G minden élének két végpontja kiilonbdzé szint kapott.
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Most altalanositjuk az el6z6 dian latott szinezés-tulajdonsagot tobb szinre:
Definicié. A G graf j6 szinezésén a cstcsoknak egy olyan szinezését értjiik,
amelyben G minden élének két végpontja kiilonbdzé szint kapott.

Megj. Ebben a témakdrben csak egyszerii grafokkal foglalkozunk a tovabbiak-
ban! (Hurokél |éte esetén nincs jé szinezése a grafnak, a parhuzamos élek pedig
j6 szinezés szempontjabdl helyettesitheték egyszeres élekkel.)
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A G graf (csucs)szinezésén egy V(G) — P fiiggvényt értiink, ahol P egy
véges halmaz, a ,paletta”. (Informalisan, minden cstcsot kiszineziink egy P-
beli szinnel.)

Most altalanositjuk az el6z6 dian latott szinezés-tulajdonsagot tobb szinre:
Definicié. A G graf j6 szinezésén a cstcsoknak egy olyan szinezését értjiik,
amelyben G minden élének két végpontja kiilonbdzé szint kapott.
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ban! (Hurokél |éte esetén nincs jé szinezése a grafnak, a parhuzamos élek pedig
j6 szinezés szempontjabdl helyettesitheték egyszeres élekkel.)

Megj. Egyszerii grafoknak mindig van jé szinezése, példaul szinezhetjiik az
dsszes cshcsot kiilonb6zs sziniire. Fontos optimalizalasi probléma a felhasznalt
szinek szamanak minimalizalasa.



Kromatikus szam

Definicié. A G egyszer(i graf x(G)-vel jeldlt kromatikus szama az a legkisebb
szinszam, ahany szin felhasznalasaval jol szinezhets G.



Kromatikus szam

Definicié. A G egyszer(i graf x(G)-vel jeldlt kromatikus szama az a legkisebb
szinszam, ahany szin felhasznalasaval j6l szinezheté G.

Tehat ,,x(G) = k" KET dolgot jelent: G-nek létezik j6 szinezése k szinnel, ES
kevesebb szinnel nem szinezheté jol G'!
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Megjegyzés. A paros grafok pontosan a 2-szinezhet$ grafok. (Ez egy ekviva-
lens definicié.)



Kromatikus szam

Definicié. A G egyszer(i graf x(G)-vel jeldlt kromatikus szama az a legkisebb
szinszam, ahany szin felhasznalasaval j6l szinezheté G.

Tehat ,,x(G) = k" KET dolgot jelent: G-nek létezik j6 szinezése k szinnel, ES
kevesebb szinnel nem szinezheté jol G'!

Konvencié. A k szinnel j6l szinezhet grafokat roviden k-szinezheté grafoknak
nevezziink. Masszéval: A G graf k-szinezhets <— x(G) < k.

Megjegyzés. A paros grafok pontosan a 2-szinezhet$ grafok. (Ez egy ekviva-
lens definicié.)

Megjegyzés. A kromatikus szdm meghatarozasara nem ismert ,hatékony” al-
goritmus, és a sejtés szerint nincs is. (S6t, mar annak eldontésére sem, egy graf
3-szinezheté-e.)



A kromatikus szadm alsé becslései

Allitas. x(G) > w(G). |
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Bizonyitas. Tekintsiink egy legnagyobb, azaz w(G) pontt K klikket G-ben.
Vilagos, hogy G j6 szinezésekor K pontjait mind kiilonb6z6 szintire kell szinezni.
Tehat legalabb | K| = w(G) szin sziikséges G j6 szinezéséhez. O
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Megjegyzés. x(G) > w(G) eléfordulhat. S6t, barmilyen nagy [ > 2 szamhoz
letezik olyan G graf, amelynek a kromatikus szama [, de G-ben nincs harom-
szo6g, azaz w(G) = 2. (llyen G konstrualasa elolvashaté a honlapon.)
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A kromatikus szadm alsé becslései

Allita V(G)]
Allitas. x(G) > G

Bizonyitas. El6szor is vegyiik észre, hogy G j6 szinezése nem mas, mint flig-
getlen ponthalmazokra torténd particionalasa a csticshalmaznak, hiszen az egy-
szinii cstcsok kozott nem halad(hat)nak élek. (V6. paros grafok osztalyozasos
és szinezéses definiciinak ekvivalencigja.)
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A kromatikus szadm alsé becslései

Allita V(G)]
Allitas. x(G) > G

Bizonyitas. El6szor is vegyiik észre, hogy G j6 szinezése nem mas, mint fiig-
getlen ponthalmazokra torténd particionalasa a csticshalmaznak, hiszen az egy-
szinii cstcsok kozott nem halad(hat)nak élek. (V6. paros grafok osztalyozasos
és szinezéses definiciinak ekvivalencigja.)

Szinezziik G-t optimalisan, azaz x(G) szinnel. Ezzel G csticshalmazat x(G) da-
rab fiiggetlen ponthalmazra osztalyoztuk, és mindegyik osztaly legfeljebb a(G)
méretii (hiszen a(G) a legnagyobb , fiiggetlen ponthalmaz’-méret).

Az osztalyméretekre vonatkozé fels6 becsléseket 6sszeadva kapjuk, hogy
V(G)] < x(G) - a(G),

ami rendezés utan épp a bizonyitandé. O



Mohé algoritmus. A kromatikus szam felsé becslései

Mohé algoritmus. A mohé algoritmus és az alabbi bizonyitas részletei a hon-
lapon és a CooSpace-re feltoltott YouTube-videdn lathatok.
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Mohé algoritmus. A mohé algoritmus és az alabbi bizonyitas részletei a hon-
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Jel6lés. A G grafban eléfordulé legnagyobb (csics)fokszamot A(G)-vel jeldl-
juk.

{Tétel. X(G) < A(G) + 1. J

Bizonyitas (vazlat). Szinezziik jél mohé médon a csiicsokat. Konnyii latni,
hogy ekkor legfeljebb A(G) + 1 szint hasznaltunk. O

Brooks-tétel. Ha G egy olyan dsszefiiggs graf, amely nem teljes graf és nem
paratlan kor, akkor
X(G) < A(G).

Nem bizonyitjuk.



