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Halmaz sorbaallitasai (,,ismétlés nélkiili permutaciok”)

Definicié. Egy H véges halmaz sorbaallitasan egy olyan H elemeibdl allé so-
rozatot értiink, amely H minden elemét pontosan egyszer tartalmazza.



Halmaz sorbaallitasai (,,ismétlés nélkiili permutaciok”)

Definicié. Egy H véges halmaz sorbaallitasan egy olyan H elemeibdl allé so-
rozatot értiink, amely H minden elemét pontosan egyszer tartalmazza.

Példa. A H = {a, b, c} halmaz sorbaallitasai (6 db van):

a,b,c a,c,b b,a,c b,c,a c,a,b ¢, b,a



Halmaz sorbaallitasai (,,ismétlés nélkiili permutaciok”)

Definicié. Egy H véges halmaz sorbaallitasan egy olyan H elemeibdl allé so-
rozatot értiink, amely H minden elemét pontosan egyszer tartalmazza.

Példa. A H = {a, b, c} halmaz sorbaallitasai (6 db van):
a,b,c a,c,b b,a,c b,c,a c,a,b ¢, b,a

Konvencié. A sorozatelemeket elvalaszté vesszéket altalaban nem irjuk ki a
sorbaallitasokban:

abe acb bac bca cab cba



Halmaz sorbaallitasai (,,ismétlés nélkiili permutaciok”)

Definicié. Egy H véges halmaz sorbaallitasan egy olyan H elemeibdl allé so-
rozatot értiink, amely H minden elemét pontosan egyszer tartalmazza.

Példa. A H = {a, b, c} halmaz sorbaallitasai (6 db van):
a,b,c a,c,b b,a,c b,c,a c,a,b ¢, b,a

Megjegyzés. Egy n hosszi sorozatra tekinthetiink egy [n]-en értelmezett fligg-
vényként. (Val6jaban ez a sorozatok formalis definicidja: az i-edik sorozatelem
nem mas, mint az i szamhoz rendelt fliggvényérték.)
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Ekvivalens def. Egy n elemi H halmaz sorbaallitasa egy [n| — H bijekcié.



Sorbaallitasok 6sszeszamlalasa

{Tétel. Egy n elemi halmaznak n! darab sorbaéllitasa van. J

Emlékezteté. n! =1-2-3-...-n, és 0! = 1.



Sorbaallitasok 6sszeszamlalasa

Tétel. Egy n elemii halmaznak n! darab sorbaallitasa van. J

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitjuk az allitast (az n = 1 eset nyilvanvalo).

Legyen n > 2. A H = {ay,...,an} halmaz sorbaallitasait osztalyozzuk asze-
rint, hogy az altalunk kitiintetett a,, elem hanyadik helyen all a sorbaallitasban:



Sorbaallitasok 6sszeszamlalasa

Tétel. Egy n elemii halmaznak n! darab sorbaallitasa van. }

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitjuk az allitast (az n = 1 eset nyilvanvalo).

Legyen n > 2. A H = {ay,...,an} halmaz sorbaallitasait osztalyozzuk asze-
rint, hogy az altalunk kitiintetett a,, elem hanyadik helyen all a sorbaallitasban:

Apn _ _Qpn__ __Qp__ ______Gan

alakuaak alakuak alakuaak o alakuak

Igy n osztalyba soroltuk H sorbaallitasait. Mindegyik osztalyban (n — 1)! sor-
baallitas van: Ugyanis azon sorbaallitasokat, amelyekben az a,, elem a rogzitett
i-edik helyen all, gy kapjuk meg, hogy a maradék n—1 helyre (a _ poziciékba)
beirjuk az {a1, ..., an—1} halmaz tetszéleges sorbaallitasat; és az indukcids fel-
tevés szerint (n — 1)! sorbaallitasa van az {ay,...,a,—1} halmaznak.



Sorbaallitasok 6sszeszamlalasa

Tétel. Egy n elemii halmaznak n! darab sorbaallitasa van. }

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitjuk az allitast (az n = 1 eset nyilvanvalo).

Legyen n > 2. A H = {ay,...,an} halmaz sorbaallitasait osztalyozzuk asze-
rint, hogy az altalunk kitiintetett a,, elem hanyadik helyen all a sorbaallitasban:

Apn _ _Qpn__ __Qp__ ______Gan

alakuaak alakuak alakuaak o alakuak

Igy n osztalyba soroltuk H sorbaallitasait. Mindegyik osztalyban (n — 1)! sor-
baallitas van: Ugyanis azon sorbaallitasokat, amelyekben az a,, elem a rogzitett
i-edik helyen all, gy kapjuk meg, hogy a maradék n—1 helyre (a _ poziciékba)
beirjuk az {a1, ..., an—1} halmaz tetszéleges sorbaallitasat; és az indukcids fel-
tevés szerint (n — 1)! sorbaallitasa van az {ay,...,a,—1} halmaznak.

Tehat H sorbaallitasainak szama n - (n — 1)! = n!, a bizonyitando. O



. ea. A Stirling-formula 3/13

A kovetkezé formula megadja az n! nagysagrendjét, amely a faktorialis fliggvény
nagy értékeinek becslésekor, illetve hatarérték-szamitaskor is hasznos:

n\n
Stirling-formula. n! ~ v2mn (—) .
e

Jelmagyarazat. A fenti tételben a ~ jellés azt jelenti, hogy
n!
lim ———5 = 1.
e o (2)"



. ea. A Stirling-formula 3/13

A kovetkezé formula megadja az n! nagysagrendjét, amely a faktorialis fliggvény
nagy értékeinek becslésekor, illetve hatarérték-szamitaskor is hasznos:

n\n
Stirling-formula. n! ~ v2mn (—) .
e

Jelmagyarazat. A fenti tételben a ~ jellés azt jelenti, hogy
n!

JLH;OW =1

Feladat. A Stirling-formula segitségével mutassuk meg, hogy

()~




Inverziék

Jel6lés. A [n| halmaz sorbaallitasainak halmazat G,,-nel jeldljik.



Inverziék

Jel6lés. A [n| halmaz sorbaallitasainak halmazat G,,-nel jeldljik.

Definicié. Legyen m € &,,. Azt mondjuk, hogy az i és j elemek (ahol i, j € [n],
és i # j) inverzidban allnak m-ben, ha koziiliik a kisebbik késsbb (,,jobbrabb")

szerepel m-ben.
Példa. A 2 és 5 elemek inverzidban allnak 3751624 € &7-ben.



Inverziék

Jel6lés. A [n| halmaz sorbaallitasainak halmazat G,,-nel jeldljik.

Definicié. Legyen m € &,,. Azt mondjuk, hogy az i és j elemek (ahol i, j € [n],
és i # j) inverzidban allnak m-ben, ha koziiliik a kisebbik késsbb (,,jobbrabb")

szerepel m-ben.
Példa. A 2 és 5 elemek inverzidban allnak 3751624 € &+7-ben.



Inverziék

Jel6lés. A [n| halmaz sorbaallitasainak halmazat G,,-nel jeldljik.

Definicié. Legyen m € &,,. Azt mondjuk, hogy az i és j elemek (ahol i, j € [n],
és i # j) inverzidban allnak m-ben, ha koziiliik a kisebbik késsbb (,,jobbrabb")

szerepel m-ben.
Példa. A 2 és 5 elemek inverzidban allnak 3751624 € &+7-ben.
Példa. A 3 és 5 elemek nem allnak inverzidban 3751624 € Gv-ben.



. ea. Inverziék 4/13

Jel6lés. A [n]| halmaz sorbaéllitasainak halmazat &,,-nel jeldljik.

Definicié. Legyen m € &,,. Azt mondjuk, hogy az i és j elemek (ahol i, j € [n],
és i # j) inverzidban allnak m-ben, ha koziiliik a kisebbik késsbb (,,jobbrabb")

szerepel m-ben.
Példa. A 2 és 5 elemek inverzidban allnak 3751624 € &+7-ben.
Példa. A 3 és 5 elemek nem allnak inverzidban 3751624 € Gv-ben.

Megjegyzés. Az inverzié fogalmat csak az [n] alaphalmaz sorbaéllitasaira de-
finidltuk. Mas rendezett alaphalmaz esetén is definialhaté lenne.



Inverziék

Jel6lés. A [n| halmaz sorbaallitasainak halmazat G,,-nel jeldljik.

Definicié. Legyen m € &,,. Azt mondjuk, hogy az i és j elemek (ahol i, j € [n],
és i # j) inverzidban allnak m-ben, ha koziiliik a kisebbik késsbb (,,jobbrabb")
szerepel m-ben.

Példa. A 2 és 5 elemek inverzidban allnak 3751624 € &+7-ben.

Definicié. A 7 € &,, sorbaallitas inv(r)-vel jeldlt inverziészama a m-ben in-
verziéban allé {i, j} elemparok szama.

Példa. A 3751624 € &7 sorbaallitas inverziészama 12.
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. ea. Inverzidk 4/13

Jel6lés. A [n]| halmaz sorbaéllitasainak halmazat &,,-nel jeldljik.

Definicié. Legyen m € &,,. Azt mondjuk, hogy az i és j elemek (ahol i, j € [n],
és i # j) inverzidban allnak m-ben, ha koziiliik a kisebbik késsbb (,,jobbrabb")

szerepel m-ben.
Példa. A 2 és 5 elemek inverzidban allnak 3751624 € &+7-ben.

Definicié. A 7 € &,, sorbaallitas inv(m)-vel jeldlt inverziészama a m-ben in-
verzidban all6 {i,j} elemparok szama.

Példa. A 3751624 € &7 sorbaallitas inverziészama 12.
Megjegyzés. Tetsz6leges m € &,, sorbaallitas inverziészama legfeljebb (g)

lehet, hiszen ennyi darab {i, j} kételem( részhalmaza van [n]-nek Gsszesen, és
ezek koziil szamol meg bizonyosakat az inv(r).



Az inverziészam gyors kiszamolasa

Az inverziészam gyors kiszamitasa
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Az inverziészam gyors kiszamolasa

Az inverziészam gyors kiszamitasa

My,

3751624
2530200

A 1 € &,, sorbaallitds minden elemére felirjuk, hogy téle jobbra hany nala
kisebb elem all (azaz hogy hany olyan inverziépar van 7-ben, amelynek 6 a bal
oldali eleme), és az igy kapott szamokat Gsszeadjuk. A fenti példara inv(7) =
2454+34+0+2+0+0=12.



Az inverziészam gyors kiszamolasa

Az inverziészam gyors kiszamitasa

3751624
2530200

A 7 € &,, sorbaallitais minden elemére felirjuk, hogy téle jobbra hany nala
kisebb elem all (azaz hogy hany olyan inverziépar van 7-ben, amelynek 6 a bal
oldali eleme), és az igy kapott szamokat Gsszeadjuk. A fenti példara inv(w) =
2454+34+0+2+0+0=12.



Az inverziészam gyors kiszamolasa

Az inverziészam gyors kiszamitasa

3751624
2530200

A 7 € &,, sorbaallitais minden elemére felirjuk, hogy téle jobbra hany nala
kisebb elem all (azaz hogy hany olyan inverziépar van 7-ben, amelynek 6 a bal
oldali eleme), és az igy kapott szamokat Gsszeadjuk. A fenti példara inv(w) =
2454+34+0+2+0+0=12.

Definicié. A 7 € &,, sorbaallitashoz ily médon rendelt ,,piros’ szamsorozatot
(szam-n-est) a 7 inverziétablajanak nevezziik. Vagyis a m € &,, sorbaallitas
inverziétablaja az az (si,...,$,) szam-n-es, ahol s; a 7 i-edik helyen allo
elemétdl jobbra allo, nala kisebb elemek szama 7-ben.



Sorbaallitasok k inverziéval

Definicié. i(n, k) jeldli az [n] halmaz azon sorbaéllitasainak szamat, melyek
inverziészama k. Vagyis

i(n, k) = Hw €6, inv(r) = k}‘



Sorbaallitasok k inverziéval

Definicié. i(n, k) jeldli az [n] halmaz azon sorbaéllitasainak szamat, melyek
inverziészama k. Vagyis

i(n, k) = Hw €6, inv(r) = k}‘

Megjegyzés. Az i(n, k) szamoknak nincs szép zart alakja.



Sorbaallitasok k inverziéval

Definicié. i(n, k) jeldli az [n] halmaz azon sorbaéllitasainak szamat, melyek
inverziészama k. Vagyis

i(n, k) = Hﬂ €6, inv(r) = k:}’

Megjegyzés. Az i(n, k) szamoknak nincs szép zart alakja.

Rekurzié az i(n, k) szamokra. Tetszéleges n > 2 és k > 0 esetén
i(n,k) =i(n—1,k)+i(n—1,k—1)+i(n—1,k—2)+---+i(n—1,k—n+1),
ahol a jobb oldalon i(n — 1,¢) =0, ha ¢t < 0.

A fenti rekurzié segitségével rekurzivan kiszamolhat6 az i(n, k) pontos értéke az
i(1,0) = 1, il i(1,1) = i(1,2) = i(1,3) = i(1,4) = - - - = 0 kezd6értekekbsl.



Sorbaallitasok k inverziéval

Definicié. i(n, k) jeldli az [n] halmaz azon sorbaéllitasainak szamat, melyek
inverziészama k. Vagyis

i(n, k) = Hﬂ €6, inv(r) = k:}’

Megjegyzés. Az i(n, k) szamoknak nincs szép zart alakja.

Rekurzié az i(n, k) szamokra. Tetszbleges n > 2 és k > 0 esetén
i(n,k) =i(n—1,k)+i(n—1,k—1)+i(n—1,k—2)+---+i(n—1,k—n+1),
ahol a jobb oldalon i(n — 1,¢) =0, ha ¢t < 0.

Bizonyitas. A jobb oldal is az [n] halmaz k inverziészam( sorbaallitasait sza-
molja meg, aszerint osztalyozva &ket, hogy az n elem hanyadik poziciéban all:
Az 1. tag azon sorbaallitasokat szamolja meg ezek koziil, amelyekben az n elem
az utolsé helyen all, a 2. tag azokat szamolja meg, amelyekben az n elem az
utolsé el6tti helyen all ... (Miért?) O



Sorbaallitasok k inverziéval

Emlékeztetd. i(n, k) jeldli az [n] halmaz azon sorbaallitasainak szamat, melyek
inverziészama k.



Sorbaallitasok k inverziéval

Emlékeztetd. i(n, k) jeldli az [n] halmaz azon sorbaallitasainak szamat, melyek
inverziészama k.

Az i(n, k) szamok generatorfiiggvénye.
(5)

i(n, k)z® = 1(142)Q+z+2?) A+z+22+23) ... 1+z+22+ - 42" ).
k=0




Sorbaallitasok k inverziéval

Emlékeztetd. i(n, k) jeldli az [n] halmaz azon sorbaallitasainak szamat, melyek
inverziészama k.

Az i(n, k) szamok generatorfiiggvénye.
(5)

i(n, k)z® = 1(142)Q+z+2?) A+z+22+23) ... 1+z+22+ - 42" ).
k=0

1. bizonyitas. Az i(n, k) szamokra vonatkozé rekurzi6 ismeretében a bizonyi-
tas (n szerinti indukcidval) egy egyszer( gyakorlé feladat az érdeklédé hallgatok
szamara. U



Sorbaallitasok k inverziéval

Az i(n, k) szamok generatorfiiggvénye.
(3)

Z i(n, k)z® = 1(14+2) MH+a+z?) (Tata? +28) . (Hata? 4 2.

2. bizonyitas. Még jobban megvizsgaljuk a sorbaallitasok inverziétablajat:

Lemma. Rogzitsiik n-et. Legyen ® az a leképezés, amely minden 7 € &,
sorbaallitashoz hozzarendeli az inverzistablajat. Példaul (itt n = 7)

(3,7,5,1,6,2,4) > (2,5,3,0,2,0,0).
Ez a ® leképezés egy bijekcié &, és a
{0,1,...,n—1} x{0,1,...,n—2} x{0,1,...,n—3} x--- x {0,1} x {0}
halmaz kozott.




Sorbaallitasok k inverziéval

2. bizonyitas. Még jobban megvizsgaljuk a sorbaallitasok inverziétablajat:

Lemma. Rogzitsiik n-et. Legyen ® az a leképezés, amely minden 7w € &,
sorbaallitashoz hozzarendeli az inverziétablajat. Példaul (itt n = 7)

(3,7,5,1,6,2,4)> (2,5,3,0,2,0,0).
Ez a @ leképezés egy bijekcio &,, és a
{0,1,...,n—1} x{0,1,...,n—2} x{0,1,...,n—3} x --- x {0,1} x {0}

halmaz kozott.

Bizonyitasvazlat. 1. Kdénnyli meggondolni, hogy ® valéban a megadott
{0,1,...,n—1} x --- x {0,1} x {0} halmazba képez.

2. Azt kell meggondolni, hogy a {0,1,...,n—1} x---x{0,1} x {0} halmaz
tetsz6leges eleméhez egyértelmiien talalhaté egy m € &,, sorbaallitas, amelynek
& az inverziétablaja. (,Egyértelmien kitalalhaté 7 az inverziétablajabol. Es ez
a gondolatmenet miikddik minden potencialis inverziétablara a halmazbdl.”)



Sorbaallitasok k inverziéval

Lemma. ... ... ...
(3,7,5,1,6,2,4) > (2,5,3,0,2,0,0).
Ez a @ leképezés egy bijekcio &,, és a
{0,1,...,n—1} x{0,1,...,n =2} x {0,1,...,n—3} x --- x {0, 1} x {0}

halmaz kozott.

Emlékezziink, hogy az inverziétablabdl kdnnyen kiolvashaté az inverziészam: «
inverziészama az inverziétablajaban szereplé elemek Gsszege. Ebbél és a lem-
mabél kdvetkezik, hogy a [n| halmaz k inverziészam( sorbaallitasainak i(n, k)
szama a {0,1,...,n — 1} x --- x {0,1} x {0} halmaz k koordinatadsszegii
elemeinek szamaval egyezik meg. Ez a szam pedig épp az z¥ egyiitthatéja a
jobb oldalon a szorzas elvégzése utan (miért?), a tétel bizonyitasa véget ért:[]
(2)

i(n, k)2* = 1(1+2)14az+22)A4+z+22+23) . (I+z+a?+- 42" ).
k=0



Multihalmaz sorbaallitasai (,ismétléses permutaciok”)

Definicié. A H feletti M multihalmaz sorbaallitasan egy |M| hossza, H ele-
meibdl allé sorozatot értiink, amelyben minden H-beli elem pontosan annyiszor
szerepel, amennyi a multiplicitasa M-ben.

Példa. Az M = {a,a,a,b,b,c,c,c,d}pnu multihalmaz néhany sorbaéllitasa:

baacdacbe,  babacceda, abedbeaac,



Multihalmaz sorbaallitasai (,ismétléses permutaciok”)

Definicié. A H feletti M multihalmaz sorbaallitasan egy |M| hossza, H ele-
meibdl allé sorozatot értiink, amelyben minden H-beli elem pontosan annyiszor
szerepel, amennyi a multiplicitasa M-ben.

Példa. Az M = {a,a,a,b,b,c,c,c,d}pnu multihalmaz néhany sorbaéllitasa:

baacdacbe,  babacceda, abedbeaac,

Tetel. A H = {hy, ..., h,} feletti M multihalmaz sorbaallitasainak szama
| M]!
M(hy)! - M(ho)! - ...« M(hy)!

~ . |
Példa. Az M = {a,a,a,b,b,c,c,c,d}pu multihalmaznak ﬁ darab sor-
baallitasa van.



Multihalmaz sorbaallitasai (,ismétléses permutaciok”)

Definicié. A H feletti M multihalmaz sorbaallitasan egy |M| hossza, H ele-
meibdl allé sorozatot értiink, amelyben minden H-beli elem pontosan annyiszor
szerepel, amennyi a multiplicitasa M-ben.

Példa. Az M = {a,a,a,b,b,c,c,c,d}pnu multihalmaz néhany sorbaéllitasa:

baacdacbe,  babacceda, abedbeaac,

Tetel. A H = {hy, ..., h,} feletti M multihalmaz sorbaallitasainak szama
| M]!
M(hy)! - M(ho)! - ...« M(hy)!

Bizonyitas. Ha megkiilonbdztetnénk M elemeit (példaul a fenti A multi-
halmaz helyett az {a1,a2,as,b;1,b2,c1,c2,c3,d1} halmaz elemeit allitanank
sorba), akkor a szamlalé, |M|! lenne a sorbaallitasok szama. A megkiilonboz-
tetés megsziintetése (az ,indexek torlése”) utan igy minden megszamolandé
M-sorbaallitast pontosan (M (hi)!- M (ha)!-...- M(hy)!)-szor szamoltunk. (J



Trinomialis tétel

Trinomialis tétel. n!
(x+y+2)" = Z

i+j+k=n




Trinomialis tétel

Trinomialis tétel. n!
k
(r+y+2)= ), lell{;lxyz
i+j+k=n

Példa.

3 5. 8 4. 3 3] 3,

(z+y+2) = s ool T oos? P+ 211101 Y + o ST
3| 3| 3| 3] 3]
1|2|0|y & Olzllly 21 Tiom1 1|0|2| T ol 2y + T Y

= 23 + 3 + 22 + 302y + 3222 + 3yPx + 3%z + 32%x + 322y + 6ayz.



Trinomialis tétel

Trinomialis tétel. n!

n __
(ety+2"= k]
i+j+k=n

aiyd 2F.

Biz. Bontsuk fel a zardjeleket a tétel bal oldalan szerepl6 n tényezés szorzatban:
(+y+2)"=@+y+2)e+y+z)(z+y+2)...(2+y+2)
=TTT...TT+XXT... Y +XXT... T2+ -+ 222...22.

Az igy kapott Osszeg tagjai azok az m-tényezés szorzatok, amelyekben mind-
egyik tényezd z, y vagy z. (Ez 3" darab tag.)



Trinomialis tétel

Trinomialis tétel. n!

n __
(ety+2"= k]
i+j+k=n

aiyd 2F.

Biz. Bontsuk fel a zardjeleket a tétel bal oldalan szerepl6 n tényezés szorzatban:
(+y+2)"=@+y+2)e+y+z)(z+y+2)...(2+y+2)
=TTT...TT+XXT... Y +XXT... T2+ -+ 222...22.
Az igy kapott Osszeg tagjai azok az m-tényezés szorzatok, amelyekben mind-
egyik tényez8 x, y vagy z. (Ez 3" darab tag.) Minden tag ,hatvany alakban”
felirva a'y? ¥ alaka, valamely 4, j, k-ra, ahol i + j + k = n, hiszen Gsszesen n
tényezébdl all a tag.



Trinomialis tétel

Trinomialis tétel. nl ..
n __ : i, 7.k
Ery+at= >, ey
i+j+k=n

Biz. Bontsuk fel a zardjeleket a tétel bal oldalan szerepl6 n tényezés szorzatban:
(+y+2)"=@+y+2)e+y+z)(z+y+2)...(2+y+2)
=TTT...TT+XXT... Y +XXT... T2+ -+ 222...22.

Az igy kapott Osszeg tagjai azok az m-tényezés szorzatok, amelyekben mind-
egyik tényez8 x, y vagy z. (Ez 3" darab tag.) Minden tag ,hatvany alakban”
felirva a'y? ¥ alaka, valamely 4, j, k-ra, ahol i + j + k = n, hiszen Gsszesen n
tényez6bdl all a tag. Egy rogzitett 4, j, k kitev6harmasra pontosan annyi taghél
fog xiyjzk adédni igy, ahany olyan x, y és z ,betikbsl” allé n betds ,sz6" van,
amelyben 7 darab x, j darab y és k darab z szerepel. Ez a szam pedig Z,;L—,'k,
ugyanis a keresett szavak éppen az i db x, j db y és k db z beti lehetséges
sorbaallitasai. Osszevonas utan adédik a tétel jobb oldala. O



Polinomialis (multinomialis) tétel

Binomialis tétel.

Trinomialis tétel.

n! .
n __ S P |
i+j=n
o
n __ i,
(ty+2)"= > T




Polinomialis (multinomialis) tétel

Binomialis tétel. n!
n __ : 2,,0
(z +y) > Y
i+j=n
Trinomialis tétel. nl .
n __ : i, 7.k
(z+y+2)" = E i!j!k!xyz.
i+j+k=n

A binomialis tétel és a trinomialis tétel kozos altalanositasa a kovetkezs:

Polinomialis (vagy multinomialis) tétel.
n! ki, k2 kq

'1171 Lo ...{L‘d.

_— o
(@1 +z2+--+29)" = Z ki'ks!. . kg!

k1+ko+--+kg=n

Bizonyitas. Hasonléan adédik.



Atrendezések (permutaciok)

Def. Egy H véges halmaz atrendezésén (vagy permutaciéjan) egy H — H
bijekciot értiink.

Példa. Az {a,b,c,d, e, f} halmaz egy atrendezése:

a b c d e

S
D >
QU+ O
S~
O

SIS



Atrendezések (permutaciok)

Def. Egy H véges halmaz atrendezésén (vagy permutaciéjan) egy H — H
bijekciot értiink.

Példa. Az {a,b,c,d, e, f} halmaz egy atrendezése:

a b c d e
a b c d e f
111 1 11 =
b e d f a c
a c d e

Jel6lés. [n| atrendezéseinek halmazat S,-nel jeldljiik.



Atrendezések (permutaciok)

Def. Egy H véges halmaz atrendezésén (vagy permutacidjan) egy H — H
bijekciét értiink.

Példa. Az {a,b,c,d, e, f} halmaz egy atrendezése:

a b c d e
a b c d e f
111 1 11 =
b e d f a c
a c d e

Jel6lés. [n| atrendezéseinek halmazat S;,-nel jeldljiik.

Megjegyzés. [n] atrendezése tehat egy [n] — [n] bijekci6. Az 1. dia 'Ekviva-
lens def.’ pontja alapjan egy [n] — [n] bijekci6t lehet [n] sorbaallitasaként is
,olvasni”. Tehat [n] sorbaallitasai és atrendezései kozott tulajdonképpen nincs
kiilonbség formalisan, ezért nem meglepd a kovetkezd:



Atrendezések (permutaciok)

Def. Egy H véges halmaz atrendezésén (vagy permutacidjan) egy H — H
bijekciét értiink.
Példa. Az {a,b,c,d, e, f} halmaz egy atrendezése:

a b c d e
a b c d e f
111 1 11 =
b e d f a c

a c d e

JelGlés. [n] atrendezéseinek halmazat S,,-nel jeldljiik.

Megjegyzés. [n] atrendezése tehat egy [n] — [n] bijekci6. Az 1. dia 'Ekviva-
lens def.’ pontja alapjan egy [n] — [n] bijekci6t lehet [n] sorbaallitasaként is
,olvasni”. Tehat [n| sorbaallitasai és atrendezései kozdtt tulajdonképpen nincs
kiilonbség formalisan, ezért nem megleps a kovetkezé:

Tétel. Egy n elemi halmaznak n! darab atrendezése van.




Atrendezések (permutaciok)

Def. Egy H véges halmaz atrendezésén (vagy permutacidjan) egy H — H
bijekciét értiink.

Példa. Az {a,b,c,d, e, f} halmaz egy atrendezése:

a b c d e
a b c d e f
111 1 11 =
b e d f a c

a c d e

Jel6lés. [n| atrendezéseinek halmazat S;,-nel jeldljiik.

{Tétel. Egy n elemii halmaznak n! darab atrendezése van. J

A kovetkezé (kicsit) altalanosabb tételt fogjuk belatni:

{Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciék szama n! J

Megjegyzés. |A| # |B| esetén az A — B bijekcidk szama 0.



A bijekciék szama

Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciok szama n! J

1. bizonyitas: Ezt mar lényegében bebizonyitottuk a sorbaallitasoknal:

Legyen A = {ay,..

egyértelmien megadhaté a (¢(aq), ...
tosan akkor bijekcié, ha ez a (¢(aq), ...

egy sorbaallitasa. (Miért?)

ai as as
1 1 1
by by by

.,an} és B = {bl,..
,0(ay)) vektorral. A ¢ fiiggvény pon-

., bn}. Ekkor egy ¢: A — B fliggvény

,0(ay)) vektor a {b1,...,b,} halmaz

as as ag
1 1 1
bg b1 b3
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{Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciék szama n! J

1. bizonyitas: Ezt mar |lényegében bebizonyitottuk a sorbaallitasoknal:
Legyen A ={ai,...,an} és B ={by1,...,b,}. Ekkor egy ¢: A — B fiiggvény
egyértelmien megadhaté a (¢(ay),...,¢(a,)) vektorral. A ¢ fiiggvény pon-
tosan akkor bijekci6, ha ez a (¢(a1),...,¢(ay)) vektor a {by,...,b,} halmaz
egy sorbaallitasa. (Miért?)

ay az as a4 as ag

! 1 T 1 1 1
[0y b5 by bg b1 by




A bijekciék szama

Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciok szama n! J

1. bizonyitas: Ezt mar lényegében bebizonyitottuk a sorbaallitasoknal:
Legyen A ={ai,...,an} és B ={by1,...,b,}. Ekkor egy ¢: A — B fiiggvény
egyértelmien megadhaté a (¢(ay),...,¢(a,)) vektorral. A ¢ fiiggvény pon-
tosan akkor bijekci6, ha ez a (¢(a1),...,¢(ay)) vektor a {by,...,b,} halmaz
egy sorbaallitasa. (Miért?)

ap a2 az a4 as ag

1 1 1.1 1 1%
[0y b5 by bg b1 by

Es mivel az n elemii {b1,...,b,} halmaznak n! darab sorbaallitasa van, a
bizonyitandét kapjuk. O



A bijekciék szama

{Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciék szama n! J

2. bizonyitas: Legyen ismét A = {ay,...,a,} és B = {b1,...,b,}, és pré-
baljuk meg eléallitani az 6sszes A — B bijekciot.



A bijekciék szama

{Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciék szama n! J

2. bizonyitas: Legyen ismét A = {ay,...,a,} és B = {b1,...,b,}, és pré-
baljuk meg eléallitani az 6sszes A — B bijekciot.
ay; ag a3 a4 a5 ag

by by bs by bs bg

Az a; elem képének megvalasztasara n lehetéség van.



. ea. A bijekciék szama 11/13

{Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciék szama n! J

2. bizonyitas: Legyen ismét A = {ay,...,a,} és B = {b1,...,b,}, és pré-
baljuk meg eléallitani az 6sszes A — B bijekciot.
a; ag a3 a4 a5 ag

by by bs by bs bg

Az a; elem képének megvalasztasara n lehetéség van.
Barhogy is valasztottuk meg az a; képét, az as elem képének megvalasztasara
n — 1 lehet8ség van (az a; képétdl kiilonbozé tetszdleges B-beli elem lehet).



A bijekciék szama

Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciok szama n! J

2. bizonyitas: Legyen ismét A = {ay,...,a,} és B = {b1,...,b,}, és pré-
baljuk meg eléallitani az 6sszes A — B bijekciét.
a; ag a3 a4 a5 ag

by by bs by bs bg

Az a; elem képének megvalasztasara n lehetéség van.

Barhogy is valasztottuk meg az a; képét, az as elem képének megvalasztasara
n — 1 lehet8ség van (az a; képétdl kiilonbozé tetszdleges B-beli elem lehet).
Hasonl6an, ezek utan az as elem képét (n — 2)-féleképp valaszthatjuk meg .. .
Es igy tovabb, ez 6sszesen n- (n — 1) - (n —2)-...-2-1 =n! lehetsség. [



A bijekciék szama

Tétel. Ha A és B két n-elemii halmaz, akkor az A — B bijekciok szama n! J

2. bizonyitas: Legyen ismét A = {ay,...,a,} és B = {b1,...,b,}, és pré-
baljuk meg eléallitani az 6sszes A — B bijekciot.
a; ag a3 a4 a5 ag

by by bs by bs bg

Az a; elem képének megvalasztasara n lehetéség van.

Barhogy is valasztottuk meg az a; képét, az as elem képének megvalasztasara
n — 1 lehet8ség van (az a; képétdl kiilonbozé tetszdleges B-beli elem lehet).
Hasonl6an, ezek utan az as elem képét (n — 2)-féleképp valaszthatjuk meg .. .
Es igy tovabb, ez 6sszesen n- (n — 1) - (n —2)-...-2-1 =n! lehetsség. [
Ezzel latszélag az A — B injektiv fgveket szamoltuk meg, de |A| = |B| = n
miatt egy A — B injektiv fgv automatikusan sziirjektiv is, tehat bijektiv.



A permutaciok természetes vizualizacidja

Definicié. Egy ¢: H — H permutacié diagramjan a kovetkezé abrat értjiik:
e H minden elemére felvesziink egy karikat (és megcimkézziik az elemmel).
e Minden h € H elemhez hazunk egy nyilat a h-hoz tartozé karikabdl a
¢(h)-hoz tartozé karikaba.
Példa. A H ={a,b,c,d,e, f, g} halmaz
ard, br—e c¢c—a, dw—g, e—b f—f g—c
atrendezésének diagramja:



Permutacidk ciklusai

! b
0.
a " \ Q Q
\ & _
c
Informalisan, egy ¢ permutacié diagramjaban megjelend , kordket” (egyiranyba
mutaté nyilakkal) a permutacié ciklusainak nevezziik.



Permutacidk ciklusai

! b
O-
a " \ Q 9
\ 9 .l
c
Informalisan, egy ¢ permutacié diagramjaban megjelend , kordket” (egyiranyba
mutaté nyilakkal) a permutacié ciklusainak nevezziik.

Definicié. Legyen ¢ a H halmaz egy permutacidja. Azt mondjuk, hogy az
{r1,...,r} C H elemek ¢ egy (I hossz) ciklusat alkotjak, ha

¢(T1) =T2, ¢(T2) =73, ¢(T3) =T4, ... 7¢(7ﬂl71) =T, d)(Tl) =T1.
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d
o b
a " \ Q 9
\ & _
c
Informalisan, egy ¢ permutacié diagramjaban megjelend , kordket” (egyiranyba
mutaté nyilakkal) a permutacié ciklusainak nevezziik.

Definicié. Legyen ¢ a H halmaz egy permutacidja. Azt mondjuk, hogy az
{r1,...,r} C H elemek ¢ egy (I hossz) ciklusat alkotjak, ha

¢(T1) =T2, ¢(T2) =73, ¢(T3) =T4, ... 7¢<7ﬂl71) =T, d)(Tl) =T1.

Példa. A fenti permutacidban az {a,d, g,c} elemek egy 4 hossza ciklust, a
{b, e} elemek egy 2 hosszu ciklust, az { f} elem egy 1 hosszu(!) ciklust alkotnak.



Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

SEX




Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

12
4 9 7 10 8
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Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Bizonyitas. El6szor egy permutacié diagramjanak alaptulajdonsagait gondol-
juk végig. Tetsz6leges ¢: H — H permutacié diagramjara igazak a kdvetkezék:
(i) Minden karikabdl pontosan egy nyil indul ki (hiszen ¢ fiiggvény).
(i) Minden karikaba pontosan egy nyil érkezik be (hiszen ¢ bijektiv).
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{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Bizonyitas. El6szor egy permutacié diagramjanak alaptulajdonsagait gondol-
juk végig. Tetsz6leges ¢: H — H permutacié diagramjara igazak a kdvetkezék:
(i) Minden karikabdl pontosan egy nyil indul ki (hiszen ¢ fiiggvény).
(i) Minden karikaba pontosan egy nyil érkezik be (hiszen ¢ bijektiv).

A tétel bizonyitasdhoz ¢ diagramjaban egy rogzitett a € H elembdl kiindulva
»mindig kovessiik a kivezetd nyilat™: a, ¢(a), ¢(d(a)), d(d(P(a))), ...



Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Bizonyitas. El6szor egy permutacié diagramjanak alaptulajdonsagait gondol-
juk végig. Tetsz6leges ¢: H — H permutacié diagramjara igazak a kdvetkezék:
(i) Minden karikabdl pontosan egy nyil indul ki (hiszen ¢ fiiggvény).
(i) Minden karikaba pontosan egy nyil érkezik be (hiszen ¢ bijektiv).
A tétel bizonyitasdhoz ¢ diagramjaban egy rogzitett a € H elembdl kiindulva
»mindig kovessiik a kivezetd nyilat™: a, ¢(a), ¢(d(a)), d(d(P(a))), ...

78

AN Egy darabig 4j elemekre lépiink, de H végessége miatt
Y { () elébb-utébb biztosan olyan elemre lépiink, ahol mar jar-
tunk. Kénnyl meggondolni, hogy az az elem, amelybe
;io ¢(¢)) elsszor visszaléplink, csak a kindulé a elem lehet (ii)
miatt (kiilonben lenne olyan elem, amely egynél tobb
elemhez hozza van rendelve).



Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Bizonyitas. El6szor egy permutacié diagramjanak alaptulajdonsagait gondol-
juk végig. Tetsz6leges ¢: H — H permutacié diagramjara igazak a kdvetkezék:
(i) Minden karikabdl pontosan egy nyil indul ki (hiszen ¢ fiiggvény).
(i) Minden karikaba pontosan egy nyil érkezik be (hiszen ¢ bijektiv).

A tétel bizonyitasdhoz ¢ diagramjaban egy rogzitett a € H elembdl kiindulva
»mindig kovessiik a kivezetd nyilat™: a, ¢(a), ¢(d(a)), d(d(P(a))), ...

Egy darabig 4j elemekre lépiink, de H végessége miatt
el6bb-utébb biztosan olyan elemre Iépiink, ahol mar jar-
tunk. Kénnyl meggondolni, hogy az az elem, amelybe
elészor visszalépiink, csak a kindulé a elem lehet (ii)
miatt (kiilonben lenne olyan elem, amely egynél tobb
™ elemhez hozza van rendelve).




Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Bizonyitas. El6szor egy permutacié diagramjanak alaptulajdonsagait gondol-
juk végig. Tetsz6leges ¢: H — H permutacié diagramjara igazak a kdvetkezék:
(i) Minden karikabdl pontosan egy nyil indul ki (hiszen ¢ fiiggvény).
(i) Minden karikaba pontosan egy nyil érkezik be (hiszen ¢ bijektiv).
A tétel bizonyitasdhoz ¢ diagramjaban egy rogzitett a € H elembdl kiindulva
»mindig kovessiik a kivezetd nyilat™: a, ¢(a), ¢(d(a)), d(d(P(a))), ...

Z\ Egy darabig 4j elemekre lépiink, de H végessége miatt
K N () elébb-utébb biztosan olyan elemre épiink, ahol mar jar-
tunk. Kénnyl meggondolni, hogy az az elem, amelybe
;io ¢(¢)) elgszor visszaléplink, csak a kindulé a elem lehet (ii)
miatt (kiilonben lenne olyan elem, amely egynél tobb

elemhez hozza van rendelve).



Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Bizonyitas. El6szor egy permutacié diagramjanak alaptulajdonsagait gondol-
juk végig. Tetsz6leges ¢: H — H permutacié diagramjara igazak a kdvetkezék:
(i) Minden karikabdl pontosan egy nyil indul ki (hiszen ¢ fiiggvény).
(i) Minden karikaba pontosan egy nyil érkezik be (hiszen ¢ bijektiv).
A tétel bizonyitasdhoz ¢ diagramjaban egy rogzitett a € H elembdl kiindulva
»mindig kovessiik a kivezetd nyilat™: a, ¢(a), ¢(d(a)), d(d(P(a))), ...

[~ 8

N Ezzel egy ciklust talaltunk (a ciklusat)! Legyen ez a
K Ny {(e) ciklus C. Ha C tartalmazza H 06sszes elemét, akkor

készen vagyunk. (Tfh nem.) Mivel C' minden karika-
;io ¢(¢l)) jaba mar megy be is és ki is 1-1 nyil, igy mas nyilak
. nem illeszkednek C' elemeire. Ebb&l kdvetkezik, hogy ¢
megszoritasa (H \ C)-re a H \ C egy permutacidja lesz.
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{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Bizonyitas. El6szor egy permutacié diagramjanak alaptulajdonsagait gondol-
juk végig. Tetsz6leges ¢: H — H permutacié diagramjara igazak a kdvetkezék:
(i) Minden karikabdl pontosan egy nyil indul ki (hiszen ¢ fiiggvény).
(i) Minden karikaba pontosan egy nyil érkezik be (hiszen ¢ bijektiv).
A tétel bizonyitasdhoz ¢ diagramjaban egy rogzitett a € H elembdl kiindulva
»mindig kovessiik a kivezetd nyilat™: a, ¢(a), ¢(d(a)), d(d(P(a))), ...

[~ 8

N Folytassuk a ciklusok keresését a C-n kiviili részben:
K N () Egy tetszéleges C-n kiviili @’ elembél indulva kovessiik a
nyilakat ... Az el6z6 gondolatmenet szerint ezek ismét
;io ¢(¢) egy ,ciklussa zarédnak be'. Es igy tovabb, megkapjuk
¢ keresett ciklusokra bontasat. (Alaphalmaz elemszama
szerinti indukciéval lehet a leirast tdmoren befejezni.) O



Permutacidk ciklusai

{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Megjegyzés. A tétel bizonyitasabdl kiolvashaté egy algoritmus, amellyel egy
permutacié ciklusait megtalalhatjuk.
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{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Megjegyzés. Egy permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bontasa egyér-
telmd. (Ez nyilvanvalé.)

Megjegyzés. A tétel ,megforditasa” is igaz: Minden olyan diagram, amely
ciklusok (iranyitott kdrdk) diszjunkt unidja, az egy permutaciét definial.
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{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Megjegyzés. Egy permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bontasa egyér-
telmd. (Ez nyilvanvalé.)

Megjegyzés. A tétel ,megforditasa” is igaz: Minden olyan diagram, amely
ciklusok (iranyitott kdrdk) diszjunkt unidja, az egy permutaciét definial.

Def. Az [n] halmaz k ciklusbél all6 permutacisinak szamat [7]-val jelsljiik.
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{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Megjegyzés. Egy permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bontasa egyér-
telmd. (Ez nyilvanvalé.)

Megjegyzés. A tétel ,megforditasa” is igaz: Minden olyan diagram, amely
ciklusok (iranyitott kdrdk) diszjunkt unidja, az egy permutaciét definial.
Def. Az [n] halmaz k ciklusbél all6 permutacisinak szamat [7]-val jelsljiik.

Ne felejtsiik el, hogy az algebristaktdl eltéréen mi az 1 hossza ciklusokat is
mindig figyelembe vessziik!
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{Tétel. Minden (véges) permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bomlik. }

Megjegyzés. Egy permutacié paronként diszjunkt ciklusokra bontasa egyér-
telmd. (Ez nyilvanvalé.)

Megjegyzés. A tétel ,megforditasa” is igaz: Minden olyan diagram, amely
ciklusok (iranyitott kdrdk) diszjunkt unidja, az egy permutaciét definial.

Def. Az [n] halmaz k ciklusbél all6 permutacisinak szamat [7]-val jelsljiik.

Allitas. m = (n—1)!
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Tétel*. k; mx’“=x(x+1)(x+2)...(x+n—1).




