Komponensek. Fak.

Kombinatorika

8. el6adas

SZTE Bolyai Intézet
Szeged, 2023. aprilis 4.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:

def . . , .
un~v S létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
u~v L Jetezik u-bol v-be vezets séta G-ben.

Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
u~v L Jetezik u-bol v-be vezets séta G-ben.

Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Bizonyitas. ~ reflexiv: Minden u € V(G) cstcsra u ~ u, hiszen példaul az u
cstcsbél indulé 0 hosszh séta egy uu-séta.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
u~v L Jetezik u-bol v-be vezets séta G-ben.

Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Bizonyitas. ~ reflexiv: Minden u € V(G) cstcsra u ~ u, hiszen példaul az u
cstcsbél indulé 0 hosszh séta egy uu-séta.

~ szimmetrikus: Ha u ~ v, akkor v ~ wu, hiszen ha létezik uv-séta G-ben,
akkor létezik vu-séta is (egy tetszéleges uv-séta ,visszafele” ilyen).



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
u~v L Jetezik u-bol v-be vezets séta G-ben.

Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Bizonyitas. ~ reflexiv: Minden u € V(G) cstcsra u ~ u, hiszen példaul az u
cstcsbél indulé 0 hosszh séta egy uu-séta.

~ szimmetrikus: Ha u ~ v, akkor v ~ wu, hiszen ha létezik uv-séta G-ben,
akkor létezik vu-séta is (egy tetszéleges uv-séta ,visszafele” ilyen).

~ tranzitiv: Ha u ~ v és v ~ w, akkor u ~ w. Ugyanis ha létezik egy u-bdl
v-be meng Sy séta, és létezik egy v-bsl w-be mené S séta G-ben, akkor az
S1 és Sy sétakat Gsszefiizve egy (v-n athaladd) uw-sétat kapunk G-ben. [



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def . . , .
U~V = létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott GG grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, Oz, ..., Oy. Ekkor a G|o,,Glo,,---,G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def . . , .
U~V = létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott GG grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, Oz, ..., Oy. Ekkor a G|o,,Glo,,---,G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.

Ez egy 2 komponensbdl allé graf.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def . . , .
U~V = létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott GG grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, Oz, ..., Oy. Ekkor a G|o,,Glo,,---,G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.
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Ez egy 2 komponensbdl allé graf.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def . . , .
U~V = létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott GG grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, Oz, ..., Oy. Ekkor a G|o,,Glo,,---,G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.
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Ez egy 2 komponensbdl allé graf.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def . . , .
U~V = létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott GG grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, Oz, ..., Oy. Ekkor a G|o,,Glo,,---,G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.

Ez egy 3 komponensbdl allé graf.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def . . , .
U~V = létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott GG grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, Oz, ..., Oy. Ekkor a G|o,,Glo,,---,G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.

Ez egy 1 komponensbél all6 graf.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def , . , .
U~V = létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott G grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, Os, ..., Oy. Ekkor a Glo,,Glo,,-- -, G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.

Ez egy 1 komponensbdl allé graf.

Megjegyzés. GG Osszefliggé <= G-nek 1 komponense van.



Az elérhetség relacio; komponensek

Adott egy G graf. A V(G) csucshalmazon definialunk egy ~ relaciét:
def , . , .
un~v <= létezik u-bél v-be vezets séta G-ben.
Allitas. Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacié.

Def. Egy adott GG grafra legyenek az imént definialt ,elérhetéség” ~ ekvivalen-
ciarelacié ekvivalenciaosztalyai O1, O, ..., Oy. Ekkor a G|o,,Glo,,---,G|o,
feszitett grafokat nevezziik a G graf komponenseinek.

Megj. A komponens definiciéja szerint egy v cslics pontosan azon cstcsokkal
van egy komponensben, amelyek elérhetk v-bél sétaval. Ezen komponens élei
pedig az igy megtalalt csticsok kozdtt halad6 G-beli élek (az dsszes).



Komponensek tulajdonsagai

Allitas. Tetszéleges G graf esetén G komponensei sszefiiggs grafok, és két
kiilonbdz6 komponens kdzott nem halad él.




Komponensek tulajdonsagai

Allitas. Tetszéleges G graf esetén G komponensei sszefiiggs grafok, és két
kiilonbdz6 komponens kdzott nem halad él.

Biz. 1. Legyen C egy tetszéleges komponense G-nek. Tetszéleges u, v € V(C')
cstcsok esetén u ~ v miatt létezik uv-at G-ben, legyen egy ilyen Gt P. A lényeg
az, hogy P belsé pontjai is C-ben vannak (és mivel a komponens egy feszitett
részgraf, igy P élei is, vagyis az egész (t), hiszen egy tetszéleges z € V(P)
bels6 pont esetén a P Gt u és x kdzotti része bizonyitja, hogy u ~ .



. ea. Komponensek tulajdonsagai 2/11

Allitas. Tetszéleges G graf esetén G komponensei sszefiiggs grafok, és két
kiilonbdz6 komponens kdzott nem halad él.

Biz. 1. Legyen C egy tetszéleges komponense G-nek. Tetszéleges u, v € V(C')
cstcsok esetén u ~ v miatt létezik uv-at G-ben, legyen egy ilyen Gt P. A lényeg
az, hogy P belsé pontjai is C-ben vannak (és mivel a komponens egy feszitett
részgraf, igy P élei is, vagyis az egész (t), hiszen egy tetszéleges z € V(P)
bels6 pont esetén a P Gt u és x kdzotti része bizonyitja, hogy u ~ .

2. Két kiilonboz6 komponens kdzdtt nem haladhat él, hiszen egy ilyen él két
végpontja nyilvan ~-relaciéban allna (az él egy 1-hosszi utat biztosit kdzottiik),
ami ellentmondana annak, hogy kiilonb6z6 komponensben vannak. O
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kiilonbdz6 komponens kdzott nem halad él.

Biz. 1. Legyen C egy tetszéleges komponense G-nek. Tetszéleges u, v € V(C')
cstcsok esetén u ~ v miatt létezik uv-at G-ben, legyen egy ilyen Gt P. A lényeg
az, hogy P belsé pontjai is C-ben vannak (és mivel a komponens egy feszitett
részgraf, igy P élei is, vagyis az egész (t), hiszen egy tetszéleges z € V(P)
bels6 pont esetén a P Gt u és x kdzotti része bizonyitja, hogy u ~ .

2. Két kiilonboz6 komponens kdzdtt nem haladhat él, hiszen egy ilyen él két
végpontja nyilvan ~-relaciéban allna (az él egy 1-hosszi utat biztosit kdzottiik),
ami ellentmondana annak, hogy kiilonb6z6 komponensben vannak. O

Kov. Minden graf el6all 6sszefliggs grafok csucsdiszjunkt unidjaként. }




. ea. Komponensek tulajdonsagai 2/11

Allitas. Tetszéleges G graf esetén G komponensei sszefiiggs grafok, és két
kiilonbdz6 komponens kdzott nem halad él.

Biz. 1. Legyen C egy tetsz6leges komponense G-nek. Tetszéleges u,v € V(C)
cstcsok esetén u ~ v miatt létezik uv-at G-ben, legyen egy ilyen at P. A lényeg
az, hogy P bels6 pontjai is C-ben vannak (és mivel a komponens egy feszitett
részgraf, igy P élei is, vagyis az egész (t), hiszen egy tetszéleges z € V(P)
belsé pont esetén a P Gt u és x kozotti része bizonyitja, hogy u ~ x.

2. Két kiilonb6z6é komponens kozott nem haladhat él, hiszen egy ilyen él két
végpontja nyilvan ~-relaciéban allna (az él egy 1-hosszi utat biztosit kdzottiik),
ami ellentmondana annak, hogy kiilonb6zé komponensben vannak. O

Kov. Minden graf el6all 6sszefliggs grafok csucsdiszjunkt unidjaként. }

Megjegyzés. Ha a G graf a Gy,..., G}, Osszefliggd grafok csicsdiszjunkt
unidja, akkor G komponensei éppen a Gy, ..., Gy grafok.



Egy elegendd feltétel Hamilton-kér-mentességre

Allitas. Ha egy grafban (valamely & > 1 szamra) talalhaté & olyan pont,
amelyet elhagyva a graf legalabb k& + 1 komponensre esik szét, akkor az
eredeti grafban nincs Hamilton-kor.




Egy elegendé feltétel Hamilton-kér-mentességre

Allitas. Ha egy grafban (valamely & > 1 szamra) talalhaté & olyan pont,
amelyet elhagyva a graf legalabb k& + 1 komponensre esik szét, akkor az
eredeti grafban nincs Hamilton-kor.

Megjegyzés. Ez NEM akkor és csak akkor allitas: Példaul a Petersen-grafban
nincs Hamilton-kdr, még sincs benne olyan ponthalmaz, amely rendelkezne az
allitasbeli tulajdonsaggal.



Egy elegendd feltétel Hamilton-kér-mentességre

Allitas. Ha egy grafban (valamely & > 1 szamra) talalhaté & olyan pont,
amelyet elhagyva a graf legalabb k& + 1 komponensre esik szét, akkor az
eredeti grafban nincs Hamilton-kor.

Bizonyitas (indirekt/kontrapozicié). Belatjuk, hogy ha a G graf tartalmaz
egy C Hamilton-kort, akkor tetszéleges k pont elhagyasa utan a kapott G’
grafnak legfeljebb k& komponense lesz.



Egy elegendd feltétel Hamilton-kér-mentességre

Allitas. Ha egy grafban (valamely & > 1 szamra) talalhaté & olyan pont,
amelyet elhagyva a graf legalabb k& + 1 komponensre esik szét, akkor az
eredeti grafban nincs Hamilton-kor.

Bizonyitas (indirekt/kontrapozicié). Belatjuk, hogy ha a G graf tartalmaz
egy C' Hamilton-kort, akkor tetszéleges k pont elhagyasa utan a kapott G’
grafnak legfeljebb k& komponense lesz.

A k pont elhagyasa utan a C' Hamilton-kor legfel- C

jebb & korivre” (atra) esik szét (ha C-n szomszé-

dos pontokat is hagytunk el, akkor kevesebbre).

Ezek a korivek tartalmazzak G’ Gsszes csiicsat.

G’-nek legfeljebb annyi komponense van, ahany

korivre bomlott C', hiszen minden ~-ekvivalencia-

osztaly bizonyos korivek ponthalmazanak uniéja.

Ez a szam pedig legfeljebb k. O (6= €+ hireld



Egy elegendd feltétel Hamilton-kér-mentességre

Allitas. Ha egy grafban (valamely & > 1 szamra) talalhaté & olyan pont,
amelyet elhagyva a graf legalabb k& + 1 komponensre esik szét, akkor az
eredeti grafban nincs Hamilton-kor.

Bizonyitas (indirekt/kontrapozicié). Belatjuk, hogy ha a G graf tartalmaz
egy C' Hamilton-kort, akkor tetszéleges k pont elhagyasa utan a kapott G’
grafnak legfeljebb k& komponense lesz.

A k pont elhagyasa utan a C' Hamilton-kor legfel- C
jebb & korivre” (atra) esik szét (ha C-n szomszé-
dos pontokat is hagytunk el, akkor kevesebbre).
Ezek a korivek tartalmazzak G’ dsszes csicsat.
G’-nek legfeljebb annyi komponense van, ahany
korivre bomlott C', hiszen minden ~-ekvivalencia-
osztaly bizonyos korivek ponthalmazanak uniéja.
Ez a szam pedig legfeljebb £. O



Egy elegendd feltétel Hamilton-at-mentességre

Allitas. Ha egy grafban (valamely k-ra) talalhaté k olyan pont, amelyet
elhagyva a graf legalabb £ +2 komponensre esik szét, akkor az eredeti grafban
nincs Hamilton-(t.




Egy elegendd feltétel Hamilton-at-mentességre

Allitas. Ha egy grafban (valamely k-ra) talalhaté k olyan pont, amelyet
elhagyva a graf legalabb £ +2 komponensre esik szét, akkor az eredeti grafban
nincs Hamilton-(t.

Bizonyitas. Az el6z6 allitdshoz hasonléan bizonyithaté; annyi médositassal,
hogy ha egy Hamilton-atbél hagyunk el k& pontot, akkor az legfeljebb & + 1
,atszakaszra" (Utra) esik szét ... O

e



Fak

Definicié. Egy G graf fa, ha G 6sszefiiggé és kdrmentes.



Fak

Definicié. Egy G graf fa, ha G 6sszefiiggé és kdrmentes.

Megjegyzés. A definiciobdl kdvetkezik, hogy minden fa egyszeri graf (egy
hurokél 1 hosszt kort, két parhuzamos él pedig 2 hossza kért alkotna).



9. ea. Fak 5/11

Definicié. Egy G graf fa, ha G &sszefiiggs és kdrmentes.

Tétel. A kovetkezsk ekvivalensek:

a) A G graf Osszefliggd és kormentes (azaz fa).

b) G minimalis Gsszefliggs graf: vagyis G Gsszefliggs, de barmely élét el-
hagyva mar nem az.

c) G maximalis kdrmentes graf: vagyis G kdrmentes, de barmely 4] élt be-
hazva mar kor alakul ki.




Fak

Bizonyitas. Csak az a) és b) pontok ekvivalenciajat igazoljuk: ,,G dsszefiiggs
és kormentes’ <= , G Osszefliggd, de barmely élét elhagyva mar nem az".



. ea. Fak 5/11

Bizonyitas. Csak az a) és b) pontok ekvivalenciajat igazoljuk: ,,G Osszefiiggs
és kormentes’ <= , G Osszefliggd, de barmely élét elhagyva mar nem az".

— irany: Tth. G Osszefliggé és kdrmentes. Csak azt kell igazolnunk, hogy
tetszleges e € E(G) esetén G — e mar nem Osszefiiggd. G kdrmentessége
miatt e nem hurokél, legyen a két végpontja u és v. Ha G — e Osszefiiggs
lenne, akkor lenne benne Gt u és v kozott. Egy ilyen at e-vel egyiitt egy kort
adna G-ben, ami nem lehetséges (hiszen G kérmentes).

G-2




. ea. Fak 5/11

Bizonyitas. Csak az a) és b) pontok ekvivalenciajat igazoljuk: ,,G Osszefiiggs
és kormentes’ <= , G Osszefliggd, de barmely élét elhagyva mar nem az".

< irany: Tfh. G &sszefiiggs, és barmely élét elhagyva mar nem az. Csak azt
kell belatnunk, hogy G kdrmentes. Indirekt tth G-ben van egy C kor. Ekkor
C' tetszbleges e élét valasztva a G — e graf Gsszefiiggs (ami ellentmondas):
Legyen z és y két tetszdleges cstics (G — e)-ben. Belatjuk, hogy van kdzottik
séta (G — e)-ben:



. ea. Fak 5/11

Bizonyitas. Csak az a) és b) pontok ekvivalenciajat igazoljuk: ,,G Osszefiiggs
és kormentes’ <= , G Osszefliggd, de barmely élét elhagyva mar nem az".

< irany: Tfh. G &sszefiiggs, és barmely élét elhagyva mar nem az. Csak azt
kell belatnunk, hogy G kormentes. Indirekt tfth GG-ben van egy C kor. Ekkor
C' tetszbleges e élét valasztva a G — e graf Gsszefiiggs (ami ellentmondas):
Legyen z és y két tetszdleges cslics (G — e)-ben. Belatjuk, hogy van kdzottik
séta (G — e)-ben:

G Osszefiiggbsége miatt létezik egy P at G-e

x és y kozott.

e Ha ez az Gt nem tartalmazza az e élt,
akkor ez a P Ut (G —e)-ben is megmarad.




. ea. Fak 5/11

Bizonyitas. Csak az a) és b) pontok ekvivalenciajat igazoljuk: ,,G Osszefiiggs
és kormentes’ <= , G Osszefliggd, de barmely élét elhagyva mar nem az".

< irany: Tfh. G &sszefiiggs, és barmely élét elhagyva mar nem az. Csak azt
kell belatnunk, hogy G kormentes. Indirekt tfth GG-ben van egy C kor. Ekkor
C' tetszbleges e élét valasztva a G — e graf Gsszefiiggs (ami ellentmondas):
Legyen z és y két tetszdleges cslics (G — e)-ben. Belatjuk, hogy van kdzottik
séta (G — e)-ben:

G Osszefiiggbsége miatt létezik egy P at
x és y kozott.

e Ha ez az Gt nem tartalmazza az e élt,
akkor ez a P Ut (G —e)-ben is megmarad.

e Ha ez az 4t tartalmazza az e élt, akkor
P-ben az e élt lecserélve a C' —e atra, egy
SETAT kapunk x és y kozétt (G —e)-ben. O




Feszit6fak

Definicio. A G graf feszitéfajan egy olyan részgrafot értiink, amely fa és tar-
talmazza G Gsszes csiicsat (azaz feszits részgraf).

G



Definicio. A G graf feszitéfajan egy olyan részgrafot értiink, amely fa és tar-
talmazza G Gsszes csiicsat (azaz feszits részgraf).

{Tétel. Minden Gsszefiiggé grafnak van feszitéfaja. J




Feszit6fak

Definicio. A G graf feszitéfajan egy olyan részgrafot értiink, amely fa és tar-
talmazza G Gsszes csiicsat (azaz feszits részgraf).

Tétel. Minden 6sszefiiggé grafnak van feszitéfaja.

Bizonyitas. Legyen GG egy Osszefiiggs graf. Ha G-ben van olyan él, amelyet
elhagyva a kapott graf még mindig Osszefiiggs, akkor hagyjunk el EGY ilyen
élt. Ismételgessiik ezt az eljarast az élelhagyas utan kapott grafra mindaddig,
amig egy olyan grafhoz nem jutunk, amelyben mar nincs ilyen tulajdonsagu él.



9. ea. Feszit6fak 6/11

Definicio. A G graf feszitéfajan egy olyan részgrafot értiink, amely fa és tar-
talmazza G Gsszes csiicsat (azaz feszits részgraf).

{Tétel. Minden Gsszefiiggé grafnak van feszitéfaja. J

Bizonyitas. Legyen GG egy Osszefiiggs graf. Ha G-ben van olyan él, amelyet
elhagyva a kapott graf még mindig Osszefiiggs, akkor hagyjunk el EGY ilyen
élt. Ismételgessiik ezt az eljarast az élelhagyas utan kapott grafra mindaddig,
amig egy olyan grafhoz nem jutunk, amelyben mar nincs ilyen tulajdonsagu él.
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Definicio. A G graf feszitéfajan egy olyan részgrafot értiink, amely fa és tar-
talmazza G Gsszes csiicsat (azaz feszits részgraf).
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Bizonyitas. Legyen GG egy Osszefiiggs graf. Ha G-ben van olyan él, amelyet
elhagyva a kapott graf még mindig Osszefiiggs, akkor hagyjunk el EGY ilyen
élt. Ismételgessiik ezt az eljarast az élelhagyas utan kapott grafra mindaddig,
amig egy olyan grafhoz nem jutunk, amelyben mar nincs ilyen tulajdonsagu él.
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Feszit6fak

Definicio. A G graf feszitéfajan egy olyan részgrafot értiink, amely fa és tar-
talmazza G Gsszes csiicsat (azaz feszits részgraf).

Tétel. Minden 6sszefiiggé grafnak van feszitéfaja.

Bizonyitas. Legyen GG egy Osszefiiggs graf. Ha G-ben van olyan él, amelyet
elhagyva a kapott graf még mindig Osszefiiggs, akkor hagyjunk el EGY ilyen
élt. Ismételgessiik ezt az eljarast az élelhagyas utan kapott grafra mindaddig,
amig egy olyan grafhoz nem jutunk, amelyben mar nincs ilyen tulajdonsagu él.

Ez az elakadaskori F' graf az el6z6 tétel szerint fa,
G hiszen rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy dssze-
fliggd (az Osszefliggbséget mindvégig megdriztiik), de
barmely élét elhagyva mar nem az (hiszen elakadtunk).
F feszit6 részgrafja G-nek, hiszen csak éleket hagytunk
el G-bél. Tehat F feszitéfaja G-nek. OJ



Definicié. Egy fa 1 foka csicsait a fa leveleinek nevezziik.



Definicié. Egy fa 1 foka csicsait a fa leveleinek nevezziik.

Allitas. Minden legalabb 2 ponta fanak van levele (legalabb 2 db).
Bizonyitas. Lasd gyakorlat.



Aghajtas operacié. Fak struktaratétele.

Definicié. Adott egy G graf. Aghajtas operacio alatt a kdvetkezé eljarast ért-
juk: Felvesziink egy 0j cslcsot, és azt 6sszekdtjilk G pontosan egy csucsaval.

G Gt



Aghajtas operacié. Fak struktaratétele.

Definicié. Adott egy G graf. Aghajtas operacio alatt a kdvetkezé eljarast ért-
juk: Felvesziink egy 0] cslcsot, és azt 0sszekotjiik G pontosan egy cstcsaval.

% &

Tétel. A G graf pontosan akkor fa, ha G felépithets egy csucsbél kiindulva
aghajtas operaciokkal.

i




Aghajtas operacié. Fak struktaratétele.

{Tétel. G fa <= (G felépithets egy cstcsbél kiindulva aghajtas operéciékkal.}

A bizonyitas a kovetkezé két lemman malik (Id. gyakorlat):

1. Lemma. Ha egy fan hajtjuk végre az aghajtas operaciét, akkor a kapott
graf is fa lesz.

{2. Lemma. Ha egy fanak tordljiik egy levelét, akkor a kapott graf is fa Iesz.}




Aghajtas operacié. Fak struktaratétele.
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A bizonyitas a kovetkezé két lemman malik (Id. gyakorlat):

1. Lemma. Ha egy fan hajtjuk végre az aghajtas operaciét, akkor a kapott
graf is fa lesz.

{2. Lemma. Ha egy fanak tordljiik egy levelét, akkor a kapott graf is fa Iesz.}

Az 1. lemmabdl kovetkezik, hogy az egy csicsbél aghajtasokkal felépithetd gra-
fok valéban fak: Az egy ponta (&l nélkiili) graf fa, és minden 4ghajtas operacié
megdrzi a fa tulajdonsagot. Igy a felépités végén kapott graf is fa.
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Aghajtas operaci6. Fak struktiratétele.

{Tétel. G fa <= (G felépithets egy cstcsbél kiindulva aghajtas operéciékkal.}

A bizonyitas a kovetkezé két lemman malik (Id. gyakorlat):

1. Lemma. Ha egy fan hajtjuk végre az aghajtas operaciét, akkor a kapott
graf is fa lesz.

{2. Lemma. Ha egy fanak tordljiik egy levelét, akkor a kapott graf is fa Iesz.}

A 2. lemmabdl pedig az kovetkezik, hogy tetszéleges T fa felépithetd aghajta-
sokkal: Hagyjuk el a T" egy levelét, igy ismét egy fat kapunk. Annak is hagyjuk
el a levelét, és igy tovabb, mig az 1 ponta (0 éld) fahoz nem jutunk. (Amig
legalabb 2 pontl az aktualis fa, addig van levele.) Ezt a levéltorlési eljarast
,visszafelé" lejatszva megkapjuk a T' aghajtasokkal torténd felépitését. O
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A fak élszama

{Tétel. Egy n ponta fanak n — 1 éle van. J




. ea. A fak élszama 9/11

{Tétel. Egy n ponta fanak n — 1 éle van. J

Bizonyitas. Legyen T egy n pontu fa. Epitsiik fel T-t aghajtasokkal. A kiindulé
lépésben 1 cstcsunk van. Mivel minden egyes aghajtas operacié 1-gyel noveli a
csticsok szamat, ezért biztos, hogy n — 1 darab aghajtas operaciét hajtottunk
végre. Minden egyes aghajtas operacié 1-gyel ndvelte az élek szamat (ami kez—
detben 0 volt), ezért T-nek n — 1 éle van.

AVl Al Ve
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{Tétel. Egy n ponta fanak n — 1 éle van. }

Bizonyitas. Legyen T egy n pontu fa. Epitsiik fel T-t aghajtasokkal. A kiindulé
lépésben 1 cstcsunk van. Mivel minden egyes aghajtas operacié 1-gyel noveli a
csticsok szamat, ezért biztos, hogy n — 1 darab aghajtas operaciét hajtottunk
végre. Minden egyes aghajtas operacié 1-gyel ndvelte az élek szamat (ami kez—
detben 0 volt), ezért T-nek n — 1 éle van.

AVl Al Ve

{Kﬁvetkezmény. Minden n ponta Gsszefliggd grafnak legalabb n — 1 éle van.

Bizonyitas. Tekintsiink az n pontt G dsszefiiggs grafban egy F' feszitéfat. F
élei mar adnak n — 1 élt G-ben az el6z6 tétel szerint. O



. ea. Erdék 10/11

Hogy néznek ki a kérmentes grafok? Egy kormentes graf minden kompo-
nense Osszefiiggd (definicié szerint) és nyilvan kormentes is (hiszen az egész
grafban nincs kor). Tehat egy kdrmentes graf komponensei FAK. Masképp fo-
galmazva, minden kérmentes graf fak csicsdiszjunkt aniéja. Ezért a kérmentes
grafokat erdéknek is nevezik.

AR
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nense Osszefiiggd (definicié szerint) és nyilvan kormentes is (hiszen az egész
grafban nincs kor). Tehat egy kdrmentes graf komponensei FAK. Masképp fo-
galmazva, minden kérmentes graf fak csicsdiszjunkt aniéja. Ezért a kérmentes
grafokat erdéknek is nevezik.

Allitas. Egy n pontt G kormentes grafnak (erdének) n — k éle van, ahol &
a G komponenseinek szama.

Biz. Legyenek a komponensek pontszamai ny, no, ..., ng. Tudjuk, hogy minden
komponens egy fa, igy a komponensek élszamai rendre ny—1,n0o—1, ..., ni—1.
Tehat G-nek Gsszesen (ng — 1)+ (ng—1)+--- 4 (ny —1) =n—k éle van. O
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Hogy néznek ki a kérmentes grafok? Egy kormentes graf minden kompo-
nense Osszefiiggd (definicié szerint) és nyilvan kormentes is (hiszen az egész
grafban nincs kor). Tehat egy kdrmentes graf komponensei FAK. Masképp fo-
galmazva, minden kérmentes graf fak csicsdiszjunkt aniéja. Ezért a kérmentes
grafokat erdéknek is nevezik.

Allitas. Egy n pontt G kormentes grafnak (erdének) n — k éle van, ahol &
a G komponenseinek szama.

Biz. Legyenek a komponensek pontszamai ny, no, ..., ng. Tudjuk, hogy minden
komponens egy fa, igy a komponensek élszamai rendre ny—1,n0o—1, ..., ni—1.
Tehat G-nek Gsszesen (ng — 1)+ (ng—1)+---+(ng —1) =n —k éle van. O

Kov. Egy n pontl kdrmentes grafnak legfeljebb n — 1 éle van. Masszéval, ha
egy n pontt grafnak legalabb n éle van, akkor a graf tartalmaz kort.




Gyokeres fak

Minden fa lerajzolhaté ,csaladfaszeriien'

A részletekért lasd a Gyokeres fak és lerajzolasaik segédanyagot a honlapon.



