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Binomialis egyiitthaték

Definicié. Az (Z) binomialis egyiitthaté egy n elemii halmaz k elem( részhal-
mazainak szamat jeldli.
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Példa. Példaul (g) = 10, mert az {1,2,3,4,5} halmaznak 10 darab 3-elemii
részhalmaza van:
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Binomialis egyiitthaték

Definicié. Az (Z) binomialis egyiitthat6 egy n elem( halmaz k elem( részhal-
mazainak szamat jeldli.

Ez értelmes definicié, mert nem fiigg az n elemii halmaz valasztasatdl. (Miért?)

Példa. Példaul (g) = 10, mert az {1,2,3,4,5} halmaznak 10 darab 3-elemii
részhalmaza van.

Megjegyzés. k > n esetén (}) = 0, hiszen egy n elemi halmaznak nincs

n-nél nagyobb elemszamu részhalmaza.
Jeldlés. Ha H egy véges halmaz, k pedig egy természetes szam, akkor (f)
jeloli a H halmaz k-elemii részhalmazainak halmazat, azaz

(g) = {RC H:|R| =k}

Példaul ( ) az {1 2,...,n} halmaz k-elem( részhalmazainak halmaza.
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A Pascal-haromszég:
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Pascal-haromszog

A Pascal-haromszog tulajdonsagai:
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Bizonyitas. Vilagos, hogy egy n elemii halmaznak 1 db 0 elem( részhalmaza
van (az iires halmaz), és 1 db n elem(i részhalmaza van (sajat maga).
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A Pascal-haromszog tulajdonsagai:
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Bizonyitas. Lasd kovetkezé dia.
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A Pascal-haromszog tulajdonsagai:

c) (Z)Z(nﬁk) ha0<k<n



Pascal-haromszog

A Pascal-haromszog tulajdonsagai:

) (Z):(nﬁlj ha0<k<n

Bizonyitas. Egy n elemi halmaz n — k elemi részhalmazai éppen a £k elemii
részhalmazok komplementerei. Precizebben fogalmazva, az A — A leképezés
egy ([Z}) — (n[ﬁ]k) bijekcio, ahol A := [n]\ A. (Miért?)
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A Pascal-haromszog tulajdonsagai:
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A Pascal-haromszog tulajdonsagai:
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Bizonyitas. Mindkét oldal [n] részhalmazait szamolja meg (ld. el6z6 el6adas).
O



Rekurzié a binomialis egyiitthatékra

n n—1 n—1
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Rekurzié a binomialis egyiitthatékra

n n—1 n—1
= >
(k) (k_1>+( A ) ha k> 1

Bizonyitas. Mindkét oldal a [n] halmaz k-elemii részhalmazait szdmolja meg.

Bal oldal: Ez az (Z) binomialis egyiitthaté definicidja. v/

Jobb oldal: Az (",!) tag az [n] halmaz azon k-elemi részhalmazait szamolja
meg, amelyek nem tartalmazzak az ‘1' elemet. (Hiszen ezek a részhalmazok
éppen az n — 1 elemi {2,3,...,n} halmaz k-elemii részhalmazai.)

Az (Zj) tag az [n] halmaz azon k-elemii részhalmazait szamolja meg, amelyek
tartalmazzak az ‘1" elemet. (Hiszen ezek a részhalmazok {1} U R alakaak, ahol
R a{2,3,...,n} halmaz tetszéleges (k — 1)-elemii részhalmaza lehet.) v O



Rekurzié a binomialis egyiitthatékra

n n—1 n—1
= h >1
)=o)+ (1) rema

Bizonyitas. Mindkét oldal a [n] halmaz k-elemii részhalmazait szdmolja meg.
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Képlet a binomialis egyiitthatokra

) n nn—1(n—-2)...(n—k-+1 n!
Tetel () S 12!( ) (= &)l

Emlékeztet6. n! =1-2-3-...-n, és 0! = 1.



Képlet a binomialis egyiitthatokra

i n nn—1)mn-2)...(n—k+1) n!
Tétel. _ _

e (k:) Kl K(n — k)
Emlékeztet6. n! =1-2-3-...-n, és 0! = 1.

Megjegyzés. A kdzépss alak k& > n esetén is helyes valaszt ad (0-t), a jobb
oldali alaknak csak &k < n esetén van értelme.



Képlet a binomialis egyiitthatokra

i n nn—1)mn-2)...(n—k+1) n!
Tétel. _ _

e (k:) Kl K(n— k)
Emlékeztet6. n! =1-2-3-...-n, és 0! = 1.

Megjegyzés. A kdzépss alak k& > n esetén is helyes valaszt ad (0-t), a jobb
oldali alaknak csak &k < n esetén van értelme.

Megjegyzés. Elég az elsé egyenlGséget bizonyitani, mert a masodik egyenlé-
ségnél csupan a tortet bévitettiik (n — k)!-sal.



Képlet a binomialis egyiitthatokra

Tétel.

k! Kl(n — k)|

(n):n(n—l)(n—2)...(n—k+1) nl

Bizonyitas. Azt mutatjuk meg ketts leszamlalassal, hogy

<Z)k;!:n(n—l)(n—Q)m(”_“l)'

Mindkét oldal azt szamolja meg, hogy hany olyan k hosszi sorozat (,,k betiis
sz6") van, amelynek elemei (,betiii”) az {1,...,n} halmazbdl keriilnek ki, és a
sorozat elemei mind kiilonb6zsk.



Képlet a binomialis egyiitthatokra

Bizonyitas. Azt mutatjuk meg kettds leszamlalassal, hogy

(Zym:mn—mm—2»~m—k+1)

Mindkét oldal azt szamolja meg, hogy hany olyan &k hosszi sorozat (,,k betis
sz6") van, amelynek elemei (,,betii”) az {1,...,n} halmazbdl keriilnek ki, és a
sorozat elemei mind kiilonbozsk.

Jobb oldal: Egy ilyen sorozat 1. eleme n-féle lehet. Barmi is keriilt az els
helyre, a 2. elemet (n — 1)-féleképpen valaszthatjuk az els6tél kiilonbdzének.
Utana a 3. elem kivalasztasara (n — 2) lehetéség van. Es igy tovabb, az utolsé
(k-adik) elemet (n — k + 1)-féleképpen valaszthatjuk meg. Ezen valasztasi
lehetGségek szorzata adja a jobb oldali valaszt. v/
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Képlet a binomialis egyiitthatokra

Bizonyitas. Azt mutatjuk meg kettds leszamlalassal, hogy

(Zym:mn—mm—2»~m—k+1)

Mindkét oldal azt szamolja meg, hogy hany olyan &k hosszi sorozat (,,k betis
sz6") van, amelynek elemei (,,betii”) az {1,...,n} halmazbdl keriilnek ki, és a
sorozat elemei mind kiilonbozsk.

Jobb oldal: Egy ilyen sorozat 1. eleme n-féle lehet. Barmi is keriilt az els
helyre, a 2. elemet (n — 1)-féleképpen valaszthatjuk az els6tél kiilonbdzének.
Utana a 3. elem kivalasztasara (n — 2) lehetéség van. Es igy tovabb, az utolsé
(k-adik) elemet (n — k + 1)-féleképpen valaszthatjuk meg. Ezen valasztasi
lehetGségek szorzata adja a jobb oldali valaszt. v/

NN NEN

Ez a (kozépiskolaban is gyakran hasznalt) indoklas nem tal preciz. Gondolkod-
junk el azon, hogy hogyan kellene ezt precizen leirni, k szerinti indukciéval.



Képlet a binomialis egyiitthatokra

Bizonyitas. Azt mutatjuk meg kettds leszamlalassal, hogy

(Z)k!:n(n—l)(n—Q)--~(n_k+l)'

Mindkét oldal azt szamolja meg, hogy hany olyan &k hosszi sorozat (,,k betis
sz6") van, amelynek elemei (,,betii”) az {1,...,n} halmazbdl keriilnek ki, és a
sorozat elemei mind kiilonb6zsk.

Bal oldal: Most aszerint osztalyozzuk a sorozatokat, hogy melyik % betii sze-
repel benniik.

Elszor eldontjiik, hogy melyik & (kiilonb6z6) beti szerepeljen a sorozatunkban:
Erre () lehet8ség van, mert [n] egy k-elemii részhalmazat kell kijeldIni.
Barhogy is valasztottuk meg a sorozatba keriil6 elemeket, ezeket k!-féle sor-
rendben lehet leirni (Id. kdzépiskola / késébbi eléadas, vagy ismételjiik meg a
jobb oldalnal alkalmazott gondolatot).

Ebbél adodik a bal oldali valasz. v/ O



Zardjel-felbontas és direkt szorzat

Feladat. Soroljuk fel az dsszes olyan 3-betiis ,sz6t”, amelynek elsé betiije A,
B vagy C'; masodik betiije w, x, y vagy z; a harmadik betiije pedig o vagy 5.



Zardjel-felbontas és direkt szorzat

Feladat. Soroljuk fel az dsszes olyan 3-betiis ,sz6t”, amelynek elsé betiije A,
B vagy C'; masodik betiije w, x, y vagy z; a harmadik betiije pedig o vagy 5.

Kapcsoladik.
(A4 B+C)(w+z+y+z)(atp) =
Awa + Awp + Axa + Axf 4+ Aya + Ayp + Aza + AzB+
Bwa + Bwp + Brxa + Bxf + Bya + By + Bza + Bz(+
Cwa+ Cwp + Cra+ Cxf + Cya+ Cyp + Cza+ Czp.



Zardjel-felbontas és direkt szorzat

Feladat. Soroljuk fel az dsszes olyan 3-betiis ,sz6t”, amelynek elsé betiije A,
B vagy C'; masodik betiije w, x, y vagy z; a harmadik betiije pedig o vagy 5.

Kapcsoladik.
(A4 B+C)w+z+y+z)(atp)=
Awa + Awp + Axa + Axf 4+ Aya + Ayp + Aza + AzB+
Bwa + Bwp + Brxa + Bxf + Bya + By + Bza + Bz(+
Cwa+ Cwp + Cra+ Cxf + Cya+ Cyp + Cza+ Czp.

Eszrevétel. Tekintsiink egy olyan n-tényezés szorzatot, ahol mindegyik tényezé
egy Osszeg, és bontsuk fel a zargjeleket. A , minden tagot minden taggal dssze-
szorzunk” |épés agy is megfogalmazhatd, hogy vessziik a Z1 x - - - X Z,, halmaz
elemeit, ahol Z; az i-edik zar¢jel tagjainak halmaza, és minden (t1,...,t,) €
Z1 XX Z, n-eshez felvessziik a t1-. . .-t,, szorzatot, majd ezeket a szorzatokat
+ jellel kapcsoljuk ssze.



Binomialis tétel

Binomialis tétel.




Binomialis tétel. n ( )
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Megjegyzés. A binom kéttagi dsszeget (polinomot) jeldl. Ez a tétel a magya-

razata annak, hogy az (Z) szamokat , binomalis egyiitthatéknak” nevezziik.




Binomialis tétel

Binomialis tétel.

n __ n n n n—1 n n—2 2 n n
(x+y) —<O)x +<1)x y+<2>x Y-+ +(n>y

Megjegyzés. A binom kéttagi dsszeget (polinomot) jeldl. Ez a tétel a magya-

razata annak, hogy az (Z) szamokat , binomalis egyiitthatéknak” nevezziik.

Megjegyzés. A tétel jobb oldalan szereplé binomialis egyiitthatok kiolvashatok
a Pascal-haromszog megfelels sorabdl (helyes sorrendben).



Binomialis tétel

Binomialis tétel.

n __ n n n n—1 n n—2 2 n n
(x+y) —<O)x +<1>x y+<2>x Y-+ +(n>y

Megjegyzés. A binom kéttagi dsszeget (polinomot) jeldl. Ez a tétel a magya-

razata annak, hogy az (Z) szamokat , binomalis egyiitthatéknak” nevezziik.

Megjegyzés. A tétel jobb oldalan szereplé binomialis egyiitthatok kiolvashatok
a Pascal-haromszog megfelels sorabdl (helyes sorrendben).

Megjegyzés. Felhasznalva, hogy (Z) = (nfk)

En: <Z> gk — En: <Z> ckynk.



Binomialis tétel

Binomialis tétel. n (

(+y)" =)

k=0

Biz. Bontsuk fel a zaréjeleket a tétel bal oldalan szereplé n tényezds szorzatban:
(@+y)" =@+y)lz+y)z+y).. . (z+y)
=TTrTr... T+ xTT... Y + T ... YT+ -+ YYy ... Yy.

Az el6z6 dia alapjan az igy kapott Osszeg tagjai azok az n-tényezds szorzatok
lesznek, amelyekben mindegyik tényezé z vagy y. (Ez 2" darab tag.)



Binomialis tétel

(+y)" =)

Binomialis tétel. n (
k=0

Biz. Bontsuk fel a zaréjeleket a tétel bal oldalan szereplé n tényezds szorzatban:

(z+y)" =@+y)r+y)z+y).. (r+y)
=xxxr...2r+x22T...2Y +xx0... YT+ -+ Yyy ... yy.

Az el6z6 dia alapjan az igy kapott Gsszeg tagjai azok az n-tényezés szorzatok

lesznek, amelyekben mindegyik tényezé = vagy y. (Ez 2" darab tag.)

Minden ilyen yzz . .. yzy tag ,hatvany alakban” felirva 2" *y* alaka lesz, ahol

k az y-ok szama (k € {0,...,n}). Egy rogzitett k-ra tehat annyi tagbdél fog

2" FyF adédni, ahanyfelekeppen fel lehet irni egy n-tényezGs szorzatot (,,sz6t")
x és y tényezSkkel (,,betiikbsl”) agy, hogy az n tényezébél pontosan k darab
legyen y. Ez a szam pedig (Z) ennyiféleképpen tudjuk kijeldlni az y-ok helyét.
Ezért az 6sszevonhat6 tagok Gsszevonasa utan a tétel jobb oldala adédik. [



Multihalmazok informalisan

2

Informalis def. A multihalmaz nem feltétleniil kiilénb6z8 objektumok Gsszes-
sége, melyek kozdtt nincs sorrendiség. (,,Egy zsak, amelyben lehetnek egyforma

dolgok is.")
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Informalis def. A multihalmaz nem feltétleniil kiilénb6z8 objektumok Gsszes-
sége, melyek kozdtt nincs sorrendiség. (,,Egy zsak, amelyben lehetnek egyforma
dolgok is.")

Példa. Az M = {1, 1,1, Szeged, Szeged, v/3,v/3,v/3,2022,0, 0} i egy 11
elem( multihalmaz.
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Informalis def. A multihalmaz nem feltétleniil kiilénb6z8 objektumok Gsszes-
sége, melyek kozdtt nincs sorrendiség. (,,Egy zsak, amelyben lehetnek egyforma
dolgok is.")

Példa. Az M = {1, 1,1, Szeged, Szeged, v/3,v/3,v/3,2022,0, 0} i egy 11
elem( multihalmaz.

Egy M multihalmazt kényelmesebb (és hasznosabb) gy megadni, hogy el6sz6r
megadjuk az M-ben el6fordulé kiillonbézs elemek (elemfajtak) H halmazat,
majd megmondjuk, hogy melyik elem(fajta) hanyszor szerepel M-ben. A H
halmazt M alaphalmazanak nevezziik; azt hogy egy h € H elem hanyszor
szerepel M-ben, a h elem (M-beli) multiplicitasanak nevezziik.



Multihalmazok informalisan

Informalis def. A multihalmaz nem feltétleniil kiilénb6z8 objektumok Gsszes-
sége, melyek kozdtt nincs sorrendiség. (,,Egy zsak, amelyben lehetnek egyforma
dolgok is.")

Példa. Az M = {1, 1,1, Szeged, Szeged, v/3,v/3,v/3,2022,0, 0} i egy 11
elem( multihalmaz.

Egy M multihalmazt kényelmesebb (és hasznosabb) gy megadni, hogy el6sz6r
megadjuk az M-ben el6fordulé kiillonbézs elemek (elemfajtak) H halmazat,
majd megmondjuk, hogy melyik elem(fajta) hanyszor szerepel M-ben. A H
halmazt M alaphalmazanak nevezziik; azt hogy egy h € H elem hanyszor
szerepel M-ben, a h elem (M-beli) multiplicitasanak nevezziik.

Példa. A fenti példara az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3,2022, 0}, a multip-
licitasok pedig
13, Szeged— 2, V33, 20221, 0~ 2.



Multihalmazok informalisan

Informalis def. A multihalmaz nem feltétleniil kiilénb6z8 objektumok Gsszes-
sége, melyek kozdtt nincs sorrendiség. (,,Egy zsak, amelyben lehetnek egyforma
dolgok is.")

Példa. Az M = {1, 1,1, Szeged, Szeged, v/3,v/3,v/3,2022,0, 0} i egy 11
elem( multihalmaz.

Egy M multihalmazt kényelmesebb (és hasznosabb) gy megadni, hogy el6sz6r
megadjuk az M-ben el6fordulé kiillonbézs elemek (elemfajtak) H halmazat,
majd megmondjuk, hogy melyik elem(fajta) hanyszor szerepel M-ben. A H
halmazt M alaphalmazanak nevezziik; azt hogy egy h € H elem hanyszor
szerepel M-ben, a h elem (M-beli) multiplicitasanak nevezziik.

Megjegyzés. Technikai okokbdl a 0 multiplicitast is megengedjiik, igy a H
halmaz nem egyértelm(. Példaul a fenti M multihalmaz alaphalmazaba bele-
vehetjiik Budapestet is, azzal, hogy az M-beli multiplicitasa 0.



Multihalmazok precizen

Informalisan. M = {1,1, 1, Szeged, Szeged, v/3,v/3, /3, 2022, 0, 0} it
Példa. A fenti példara az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3,2022,0}, a multip-
licitasok pedig

13, Szeged—2, V33, 20221, 0~ 2.



Multihalmazok precizen

Informalisan. M = {1,1, 1, Szeged, Szeged, v/3,v/3, /3, 2022, 0, 0} it
Példa. A fenti példara az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3,2022,0}, a multip-
licitasok pedig

13, Szeged—2, V33, 20221, 0 2.
Definiciéo. Egy H halmaz feletti multihalmazon egy H — N fiiggvényt értiink.

Emlékezziink, hogy ezen a kurzuson 0 € N.



Multihalmazok precizen

Informalisan. M = {1,1, 1, Szeged, Szeged, v/3,v/3, /3, 2022, 0, 0} it
Példa. A fenti példara az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3,2022,0}, a multip-
licitasok pedig

13, Szeged—2, V33, 20221, 0~ 2.

Definiciéo. Egy H halmaz feletti multihalmazon egy H — N fiiggvényt értiink.

Emlékezziink, hogy ezen a kurzuson 0 € N.

Most kdvetkezik még néhany definicié, de ezeket nem memorizalni kell, hanem
latni, hogy csupan a szemléletes multihalmaz képiink fogalmait iltetjiik at a
preciz kornyezetbe.
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Informalisan. M = {1,1, 1, Szeged, Szeged, v/3, v/3,v/3,2022, 0, 0} o
Példa. A fenti példara az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3,2022,0}, a multip-
licitasok pedig

13, Szeged—2, V33, 20221, 0~ 2.

Definiciéo. Egy H halmaz feletti multihalmazon egy H — N fiiggvényt értiink.

Definiciok /elnevezések. Legyen M egy H feletti multihalmaz.
e Egy h € H elemre az M(h) fuggvényérték a h elem M-beli multiplicitasa.
e Akkor mondjuk, hogy a h € H elem eleme M-nek, ha M(h) > 0.

e Az M multihalmaz | M |-mel jeldlt elemszama az alaphalmaz-elemek M-beli
multiplicitasainak dsszege:

M| =" M(h).

heH



A részmultihalmazok szama

Definicié. Egy H feletti M multihalmaz részmultihalmazan egy olyan H feletti
N multihalmazt értiink, amelyben minden elem multiplicitasa legfeljebb akkora,
mint M-ben, vagyis

N(h) < M(h), Vhe H.

(Szemléletesen: ,, N-et megkaphatjuk M-b&l elemek torlésével.”)



A részmultihalmazok szama

Definicié. Egy H feletti M multihalmaz részmultihalmazan egy olyan H feletti

N multihalmazt értiink, amelyben minden elem multiplicitasa legfeljebb akkora,
mint M-ben, vagyis

N(h) < M(h), Vhe H.

(Szemléletesen: ,, N-et megkaphatjuk M-b&l elemek torlésével.”)

Tétel. Ha a H = {hy,..., hy,} alaphalmaz feletti M multihalmazban a h;
elem multiplicitasa m; (i = 1,...,n), akkor M részmultihalmazai szama

(m1 + 1)(m2 + 1) cee (mn + 1).

Ez az n elem( halmaz részhalmai szamanak altalanositasa. (Miért?)



A részmultihalmazok szama

Definicié. Egy H feletti M multihalmaz részmultihalmazan egy olyan H feletti
N multihalmazt értiink, amelyben minden elem multiplicitasa legfeljebb akkora,
mint M-ben, vagyis

N(h) < M(h), Vhe H.

(Szemléletesen: ,, N-et megkaphatjuk M-b&l elemek torlésével.”)

Tétel. Ha a H = {hy,..., hy,} alaphalmaz feletti M multihalmazban a h;
elem multiplicitasa m; (i = 1,...,n), akkor M részmultihalmazai szama

(m1 + 1)(m2 + 1) cee (mn + 1).

Bizonyitas. Egy N részmultihalmazban a h; elem N(h;) multiplicitasa 0-tdl
my-ig barmi lehet, ami (m; + 1) lehetSség, tetszéleges i € [n]-re. Tovabbi
megkdtés nincs, igy a szorzasi alapelv adja a bizonyitandét. O



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

T. Egy rogzitett n elem( alaphalmaz feletti & elemd multihalmazok szama
n\ (n+tk—-1\ [(n+k-1
k) k U n-1 )

Egy n eleml H halmaz feletti £ elemi multihalmaz tekinthets a H-bdl k elem

visszatevéses kihtzasaval kapott kimenetelnek (ha az elemek kihazasi sorrendje
nem szamit), azaz az n elem k-ad osztaly ismétléses kombinaciéjanak.




Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

T. Egy rogzitett n elem( alaphalmaz feletti & elemd multihalmazok szama
n\ (n+tk—-1\ [(n+k-1
k) k U n-1 )

Bizonyitas. Elészor gondolkodjunk el azon, hogy mit is kell sszeszamolni.

Példaul, az {1, Szeged, v/3,2022, 0} halmaz felett tekintsiink néhany 11 elemii
multihalmazt (pirossal szerepelnek a multiplicitasok):




Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

T. Egy rogzitett n elem( alaphalmaz feletti & elemd multihalmazok szama
n\ (n+tk—-1\ [(n+k-1
k) k U n-1 )

Bizonyitas. Elészor gondolkodjunk el azon, hogy mit is kell sszeszamolni.

Példaul, az {1, Szeged, v/3,2022, 0} halmaz felett tekintsiink néhany 11 elemii
multihalmazt (pirossal szerepelnek a multiplicitasok):

1 Szeged /3 2022 0
I I I I 1
3 2 3 12



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

T. Egy rogzitett n elem( alaphalmaz feletti & elemd multihalmazok szama
n\ (n+tk—-1\ [(n+k-1
k) k U n-1 )

Bizonyitas. Elészor gondolkodjunk el azon, hogy mit is kell sszeszamolni.

Példaul, az {1, Szeged, v/3,2022, 0} halmaz felett tekintsiink néhany 11 elemii
multihalmazt (pirossal szerepelnek a multiplicitasok):

1 Szeged /3 2022 0
I I I I 1
3 2 3 2 1



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

T. Egy rogzitett n elem( alaphalmaz feletti & elemd multihalmazok szama
n\ (n+tk—-1\ [(n+k-1
k) k U n-1 )

Bizonyitas. Elészor gondolkodjunk el azon, hogy mit is kell sszeszamolni.

Példaul, az {1, Szeged, v/3,2022, 0} halmaz felett tekintsiink néhany 11 elemii
multihalmazt (pirossal szerepelnek a multiplicitasok):

1 Szeged /3 2022 0
I I I I 1
0 5 0 2 4



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

T. Egy rogzitett n elem( alaphalmaz feletti & elemd multihalmazok szama
n\ (n+tk—-1\ [(n+k-1
k) k U n-1 )

Bizonyitas. Elészor gondolkodjunk el azon, hogy mit is kell sszeszamolni.

Példaul, az {1, Szeged, v/3,2022, 0} halmaz felett tekintsiink néhany 11 elemii
multihalmazt (pirossal szerepelnek a multiplicitasok):

1 Szeged 3 2022 0

I I I I 1

? ? ? ? ?
A lényeg az, hogy annyi 11 elemii multihalmaz van a megadott 5 elemii alap-
halmaz felett, ahanyféleképpen fel tudunk irni egy 5 természetes szambdl all6
sorozatot agy, hogy a szamok 6sszege 11 legyen.



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

T. Egy rogzitett n elem( alaphalmaz feletti & elemd multihalmazok szama

()-()-02)

Bizonyitas. El&szor gondolkodjunk el azon, hogy mit is kell &sszeszamolni.

1 Szeged 3 2022 0
I I I I I

mi mo ms my mg

Altalanosan, a kdvetkezé lemmat kell igazolnunk a fenti tétel bizonyitasahoz:

Lemma. Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

kE—1
L | (A

k




Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

Lemma. Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

k—1
H(ml,mz,...,mn)6N”:m1+m2+...+mn:k}’:(”“F )

k

Ezt agy is megfogalmazhatjuk, hogy az

R R .

egyenletnek (1)) = ("Hg_l) darab megoldasa van a természetes szamok(bdl

all6 szam-n-esek) halmazan.



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

Lemma. Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

k—1
H(ml,mg,...,mn)GNn;m1+m2+...+mn:k}’: (n—i—

)

k
Bizonyitas. Kédoljunk el egy (my,...,my,) n-est a kovetkezéképpen:
m1 db mso db my db
—— = ——
(mi,ma,...,mp) +— ®e...0 ®e.-.-@ ®e. -0

9oy

Példaul (n =5, k = 11 esetén),

(3,2,3,2,1
(0,5,0,2,4

— 000 00 000 00 0

)

(3,2,3,1,2) +> eee oo cee o oo
)
) =

,00000 ,00 0000



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

Lemma. Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

k—1
H(ml,mz,...,mn)6N”:m1+m2+...+mn:k}’:(”“F )

k
Bizonyitas. Kédoljunk el egy (my,...,my,) n-est a kovetkezéképpen:
m1 db mso db my db
—— =
(mi,ma,...,mp) + ®e-..6 ®e---0 ... %0 -0
A lényeg az, hogy azokat az (myq,...,my,) € N szam-n-eseket, amelyekre az

elemek dsszege k, ez a kodolas bijektiven atalakitja azokba a pottyokbél és
vessz6kbél allé n+ k — 1 hosszi jelsorozatokba, amelyek n — 1 darab vesszébél
és k darab pottybél allnak, tovabbi megkotés nélkiil. (Miért?)



Egy n elemii alaphalmaz feletti £ elemii multihalmazok szama

Lemma. Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

k—1
H(ml,mz,...,mn)6N”:m1+m2+...+mn:k}’:(n+ )

k
Bizonyitas. Kédoljunk el egy (my,...,my,) n-est a kovetkezéképpen:
m1 db mso db my db
—— =
(mi,ma,...,mp) + ®e-..6 ®e---0 ... %0 -0
A lényeg az, hogy azokat az (myq,...,my,) € N szam-n-eseket, amelyekre az

elemek dsszege k, ez a kodolas bijektiven atalakitja azokba a pottyokbél és
vessz6kbél allé n+ k — 1 hosszi jelsorozatokba, amelyek n — 1 darab vesszébél
és k darab pottybél allnak, tovabbi megkotés nélkiil. (Miért?)

Az ilyen jelsorozatok szama pedig ("ﬂffl), hiszen ennyiféleképpen lehet n — 1
vessz6t és k pottydt leirni valamilyen sorrendben: Ennyiféleképpen tudjuk kije-

16Ini a k potty helyét az n + k& — 1 karakterbdl all6 jelsorozatban. O



