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Mi az az extremalis grafelmélet?

Az extremalis grafelmélet olyan kérdésekkel foglalkozik, hogy ,legfeljebb hany
éle lehet egy n pontd egyszerii grafnak, ha ... 7. (Az extremalis grafelmélet a
magyar matematika egyik f6 eréssége.)

Ebben a témakdrben csak egyszerii grafokkal foglalkozunk!

Mi bevezetésként csak azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy legfeljebb hany éle
lehet egy n pontl egyszerii grafnak, ha nem tartalmaz k ponta klikket?



Ami a paros grafos prezentaciébél kimaradt . . .

Definicié. A teljes paros graf olyan (egyszerii) paros graf, amelynek két szin-
osztalya kozott az Osszes lehetséges él be van hizva (tehat az A szinosztaly
minden pontja Gssze van kdtve az F' szinosztaly dsszes pontjaval).

K. jeloli azt a teljes paros grafot, amelynek egyik szinosztalya m pontd, a
masik szinosztalya n pontd.
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Megjegyzés. A sikgrafok témakorében fontos szerepet jatszé ,harom haz -
harom kat" graf a K3 3 teljes paros graf.



Turan-grafok

Definicié. A n ponti k részes 7), ;. Turan-graf az az egyszerii graf, amelynek

n cslcsa van, és a csicsok k osztalyba vannak sorolva gy, hogy

e minden osztalyban a pontok szama |n/k| vagy [n/k], ES

e két csiics pontosan akkor Gsszekotott T, p-ban, ha kiilonb6zé osztalyban
vannak.

I’

Kép forrasa: Wikipedia
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n cslcsa van, és a csicsok k osztalyba vannak sorolva gy, hogy

e minden osztalyban a pontok szama |n/k| vagy [n/k], ES

e két csiics pontosan akkor Gsszekotott T, p-ban, ha kiilonb6zé osztalyban
vannak.

Megjegyzés. A T, ;. Turan-graf osztalyméretei egyértelmiien meghatarozot-
tak, és igy a T}, ;, graf izomorfia erejéig egyértelmii:
o Ha n oszthaté k-val, akkor minden osztaly pontosan n/k pontot tartalmaz.

o Han==kq+r, aholg e Nésr e {1,...,k—1} (maradékos osztas), akkor
r darab ¢ + 1 pontd, és k — r darab ¢ pontd osztaly van. (Miért?)



Turan-tétel

Eszrevétel. A T}, x—1 Turan-grafban nincs & ponta klikk.

Bizonyitas. Barhogy valasztjuk ki a T, ,—; graf k pontjat, a skatulyaelv sze-
rint lesz kozottiik ketts, amelyek ugyanabba az osztalyba esnek, és igy nem
osszekotottek. Vagyis a kivalasztott & pont nem alkot klikket. O
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Turan Pal tétele szerint az n pontd, k-klikkmentes egyszerii grafok kozott a
T, k—1 grafnak van a legtébb éle:

Turan-tétel. Ha G egy n pontl egyszer(i graf, amely nem tartalmaz k pontd
klikket, akkor |E(G)| < |E(T} k-1)|-
Tovabba egyenl6ség csak a G = T}, 1 Turan-graf esetén all fenn.
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Megjegyzés. |E(T,, ;1) ~ (1 - 717) &,
mert a 7}, .1 graf minden pontjanak koriilbeliil k= 1n a foka (+ fokszamtétel).



Mantel-tétel

Emlékeztetd (Turan-tétel). Ha G egy n ponti egyszerii graf, amely nem
tartalmaz & ponta klikket, akkor |E(G)| < |E(T), 5—1)]-

A Turan-tételt csak a k = 3 esetben bizonyitjuk (lasd tabla):

Mantel-tétel. Ha G egy n pontl egyszer( graf, amelyben nincs haromszog,
akkor |E(G)| < |n?/4].

Megjegyzés. A Mantel-tétel valéban a k = 3 specialis esete a Turan-tételnek,
mert
o a haromszogek pontosan a 3 ponta klikkek,

o aTyo Turan-graf a K\, 5 (/2] teljes paros graf (v6. 713 2 a korabbi abran),
o konnyen ellenrizhetd, hogy K, 2/ ,,/2)-nek |n?/4] éle van.



A Ramsey-elmélet alappéldaja

Kozépiskolas feladat. Bizonyitsuk be, hogy hat ember kézétt mindig van
harom, akik paronként ismerik egymast vagy paronként nem ismerik egymast.

(Az ismeretségek természetesen ebben a feladatban is kolcsondsek. )
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harom, akik paronként ismerik egymast vagy paronként nem ismerik egymast.

Az ismeretségeket szemléltethetjiik egy 6 cstcsu graffal, ahol két cstcsot (em-
bert) kék éllel kdtiink dssze, ha ismerik egymast, és pirossal kotjiik ket Gssze,

ha nem. Igy egy olyan Kj teljes grafot kapunk, amelynek minden éle pirosra
vagy kékre van szinezve.

Kép forrasa: Gérbe Taméas Twitterje
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A Ramsey-elmélet alappéldaja

Kozépiskolas feladat’. A 6 pont teljes graf OSSZES piros-kék élszinezésé-
ben megjelenik olyan haromszdg, amelynek mindegyik éle ugyanolyan szind.
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Megjegyzés. A feladat nem igaz 5 emberrel (5 pontl piros-kék élszinezett
teljes grafra):

Az abra az 5 pontu teljes graf egy olyan élszinezését mutatja, amelyben nincs
egyszini haromszog.



Ramsey-tétel
Az egyszinli haromszogek fogalmat altalanositjuk klikkekre:

Definicié. A K, teljes graf piros-kék élszinezésében k pont monokromatikus
klikk(et alkot), ha a koztiik halad6 élek mind ugyanolyan szintek. (A kdzos
élszin alapjan értelemszertien beszéliink kék ill. piros monokromatikus klikkrél.)

K,

n

Egy 5 ponti monokromatikus klikk (piros)
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K,
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Ramsey-tétel. A 4 ponta teljes graf OSSZES piros-kék élszinezésében ta-
lalhaté k& pontt monokromatikus klikk.
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Ramsey-tétel. A 4% pontu teljes graf OSSZES piros-kék élszinezésében ta-
lalhaté k& pontd monokromatikus klikk.

Definicié. Legyen k > 2. Az R(k) Ramsey-szam a legkisebb olyan (k-t6l fiiggd)
N pozitiv egész, amelyre igaz, hogy az ,, N pont teljes graf OSSZES piros-kék
élszinezésében talalhaté & pontd monokromatikus klikk".
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Megj. R(4) = 18. Azonban k > 5 esetén azonban R(k) pontos értéke nem
ismert. (Példaul R(5) értékérdl is csak annyit sikeriilt bizonyitani eddig, hogy
43 és 48 kozott van.)
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k

Tétel (Erdés és Ramsey). (v2)" < R(k) < 4%, minden k > 2 esetén.




