Az () SZAMOK GENERATORFUGGVENYE

TETEL. Legyen n € N régzitett.

i<(Z>>xk:(1+x+x2+x3+...)": <1ix>n:(1_1x)n.

k=0

MEGJEGYZES. A masodik egyenléség az el6adason latott 1 + = + 22 + 22 + .- = i

lemmabol, a harmadik egyenlség pedig a formélis hatvanysorok miiveleti tulajdonsagaibdl
kovetkezik (lasd 3/(iii) a segédanyagban). Ezek utan csak az els6 egyenlGséget kell bizonyitani.

Bi1zoNyiTAs. Tekintsiik az els6 egyenlség utan szerepld
F=@"+a' 422+ 4. )@ +2t +22+2°+..) . (@ +at 22+ 234 ..))

formélis hatvanysort (n tényezdvel). Azt kell belatnunk, hogy F-ben z* egyiitthatoja ().

Rogzitsiink egy k-t. A tobbtényezss szorzatrol tanultak szerint 2* egyiitthatojat meg-
kaphatjuk tgy, hogy az Gsszes lehetséges modon kivalasztunk mindegyik zarojelbdl egy-egy
tagot Osszeszorzasra, és az igy kapott n-tényezds szorzatok koziil Osszegytijtjiik (Osszead-
juk) azokat, amelyekben a tényezSk Osszeszorzasa utén z kitevSje k lesz, és ezek Gsszegébdl
leolvassuk a keresett egyiitthatot.

Most mindegyik zarojel esetén az {x° x' 22 23 ...} halmazbol vélasztunk monomot
tényezdnek, igy a szoba johets n-tényezds szorzatok pontosan az

1

l,ml me R xmn
szorzatok, ahol az mq,mo,...,m, kitevSk tetszGleges természetes szamok lehetnek. Mivel
Mgz .. gMn = gt et ezért pontosan azokat a szorzatokat kell dsszegytijteniink,
amelyekre mq + -+ + m, = k. Ezekbdl annyi van, ahanyféleképp meg tudjuk vélasztani
az (my,...,my) € N" kitevSsorozatot ugy, hogy m; + --- + m,, = k legyen. Ez a szam

pedig épp az [n] feletti k elemt multihalmazok szdma (multiplicitasvektorokkal gondolkodva),
vagyis ((Z)) Mivel mind az ((Z)) darab Osszegytjtott szorzat x¥-na szorzodik Gssze, ezért ezek

Osszességében egy ((Z))xk taggal jarulnak hozza F-hez, amit bizonyitani kellett. O

TOMOR LEIRAS. Az el6z6 bizonyitast tomorebb forméban megismételjiik a formalizmus
gyakorlasa érdekében. Az Fy = Fo = - = F,, = > 7 2* (egyméssal megegyezs) formalis
hatvanysorokra alkalmazva a tobbtényezss szorzatrol tanultakat (a ,Formalis hatvanysorok
miiveleti tulajdonsagai” segédanyag 2. allitasat), a bizonyitandot kapjuk:

1l +z4+22+. . )" ="EF - F-...-F,) =
= > (™R (™R (@™ E) = Y. 1=
LA e

= (mnomy 3 m v =) = ()

Az utolso egyenlSségnél ismét a multiplicitasvektoraikkal reprezentélva szamoltuk meg az [n]
feletti k elemd multihalmazokat. O

INDUKCIOS BIZONYITAS. (Vazlat.) n szerinti indukcioval is igazolhato a tétel lényegi alli-
tasa, az els§ egyenlGség. Az indukcios 1épésben az

)+ Mz+ )22 +..)Q+z+22+22+..) = (") + ("THYz+ ("2 +..))

egyenl6séget kell igazolni. Ehhez az (3) + (1) + (5) +---+ (}) = (("Zl)) azonossagot kell
belatni, ami nem nehéz (osztalyozzuk az [n + 1] feletti k elemti multihalmazokat az ‘n + 1’
elem multiplicitasa szerint). O



