LINEARIS REKURZIOK ALAPTETELE

DEFINICIO. Legyenek cq,...,cq € R rogzitett szamok, ahol ¢y # 0. Az
ap = C10p—1 + C2Gp_2 + -+ -+ Cag—10n—d+1 + C4Gn—d (ha n > d)

d-edrend lineéris rekurzid karakterisztikus egyenletén a

d d—1 d—2
q —caq — C2q -

egyenletet értjiik, ahol ¢ az ismeretlen. (Erre vezet a ,keressiink a rekurziot kielégité mértani
sorozatokat” elindulas.) Az egyenlet bal oldalan all6 K (q) polinomot a rekurzio karakterisz-
tikus polinomjdnak nevezzik.

v —cCd-19— ¢4 =0

PELDAK. A kar. egyenletet gy kapjuk meg, hogy a linearis rekurzi6 0-ra redukalt alakjaban
aZ Qp,Ap_1,- - -, 0n_q Szimbolumokat rendre az ¢?,¢%~1,..., 1 monomokra cseréljiik:

Ay = 30Ap_1+ 20,9 ~ q2—3q—2:0
Ap = Qp_1 + 8An_o — 12a,_3 ~> q3 — q2 —8¢+12=0
U =5p_1 — Tapn_s ~~ ¢ —5¢>+7=0 O]

LINEARIS REKURZIOK ALAPTETELE (SPECIALIS ESET). Tekintsiik az
(o) Un = C1ap—1 + C2Gn_3 + -+ + C4an_q (han > d)

d-edrendii linearis rekurziot (cq # 0). Tegyiik fel, hogy a (&) rekurzié K (q) karakterisztikus
polinomjénak d darab kiillonb6zd gyocke van: A1, A, ..., Ay, azaz

K(q)=(q—A)(g—A2)...(q— Aa),
ahol \; # A; (ha i # j). Ekkor igaz a kivetkezo:

P

Egy (an),—, sorozat akkor és csak akkor elégiti ki a (&) rekurziot, ha el6all a

n n n
oAy, A

sorozatok™® linedris kombinacidjaként, azaz ha valamely aq, ..., agq szamokra

an = AT + ao\y + -+ ag)y  (Vn e N).

LINEARIS REKURZIOK ALAPTETELE (ALTALANOS ESET). Tekintsiik az

() Un = C1Gp_1 + C2Gn_2 + -+ + cgan_q (han>d)
d-edrendii linearis rekurziot (cq # 0). Tegyiik fel, hogy a (&) rekurzié K (q) karakterisztikus
polinomjénak d gyoke van: A\y,..., A1, Ao, ...y Ag, ooy Ak, ooy Ak, AZAZ
~~ ~~ S———r
dq-szer do-sz0r dy-szor

K(g) = (¢ =M)" (g = 2)" ... (g = Ap)™,
ahol \; # \; (ha i # j), és di + - -- + dj, = d. Ekkor igaz a kovetkezd:

2o 2

Egy (an),, sorozat akkor és csak akkor elégiti ki a () rekurziét, ha el6all a

n n 2\n di—1\n n n 2\n do—1\n n n dp—1yn
T, nAT, n°AY, ... n AT, A, nAg, n*Ay, ..., n Ay sy Ay RAL, oy T AL
dy sorozat ds sorozat dj, sorozat
sorozatok linearis kombinaciéjaként, azaz ha léteznek olyan Py, Ps, . .., P, polinomok, hogy

P, foka legfeljebb d; — 1 (minden 1 < i < k-ra), és
an = Pi(n)AT + Py(n)Ay + -+ Pp(n)A;  (Yn € N).

* Az olvashatosag kedvéért ebben a segédanyagban a sorozatokat pongyolan jeldljik, pél-
daul a A" sorozaton természetesen a (A"™))~ ;= (1, A, A%, A3, ...) sorozatot értjiik.
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MEGJIEGYZES. Nem véletleniil hasznaltuk a linearis kombinacio szot. A (végtelen) sorozatok
vektorteret alkotnak (az Gsszeadas miivelet az elemenkénti dsszeadés, a skalarral valo szorzés
pedig az elemenkénti skalarral valo szorzéas). Konnyt latni, hogy ebben a vektortérben egy
rogzitett (&) linearis rekurziéo megoldésai alteret alkotnak. Az alaptétel ezen altér egy
bazisat adja meg. (Nem mondtuk ki ott, de az is igaz, hogy minden megoldas egyértelmtien
all el6 a tételbeli ,,bazismegoldasok” linearis kombinacidjaként.)

MEGJEGYZES. A komplex szamok teste folott dolgozva egy d-edfoku polinomnak mindig
d gyoke van (ez az algebra alaptétele), igy a lineéaris rekurziok alaptétele mindig hasznalhato,
ha komplex szamokat is megengediink a megoldés leirasahoz.

ALKALMAZASOK.

1. példa: Oldjuk meg a kévetkezd linedris rekurziot:

. — 8,
(K.E.) 0
ay = 1,
(%) ap = Qp—1 + 20,2 (han > 2).

Megoldas. Hatarozzuk meg a karakterisztikus polinom gyokeit (oldjuk meg a karakteriszti-
kus egyenletet):
¢ —q—2=0.

Két (kiilonbozs) gyok van: —1 és 2. Az alaptétel szerint a () rekurziv feltétel megoldasai
pontosan az a, = a-(—1)" + §-2™ alaka sorozatok, ahol « és [ tetsz6leges rogzitett szamok
lehetnek. Ezen sorozatok kozott kell tehat megtalalni azt, amelyre a (K.E.) kezdeti feltételek
is teljesiilnek. (Azért fogalmaztunk egyes szamban, mert elére tudjuk, hogy a (*)+(K.E.)
feltételrendszernek egyetlen sorozat tesz eleget.) Egy a,, = a-(—1)" 4+ -2" alaku sorozatra
pontosan akkor teljesiilnek az ag = 8 és a; = 1 feltételek, ha

ap =8 a-(-1)°+ 32" =8 B a+p=38
{ {a-(—1)1+5-21=1 {—a+25=1-
Az utobbi egyenletrendszer megoldésa o = 5, 5 = 2. Kaptuk tehét, hogy a feladatbeli sorozat
anp =5-(—1)" +3-2" |

CL1:1

2. példa: Oldjuk meg a kévetkezd linedris rekurzidt:
ap =17, a1 = -2, ag =14; a, = an—1 +8ap—2 —12a,,_3 (han > 3).

Megoldas: Meghatéarozzuk a karakterisztikus polinom gyokeit:
@ —¢*—8¢+12=0
(1-2)%(+3)=0
Harom gyok van: a 2 kétszeres gyok, a —3 pedig egyszeres, igy most a (kezdGértékek nélkiili)

linearis rekurzi6 megoldéasai pontosan az a, = a2" 4+ fn2"™ + v(—3)™ alaka sorozatok. A
kezdgértékek figyelembevételével megkapjuk a mi sorozatunkhoz tartozo egyiitthatokat:

ap =17 a2’ + 3-0-2° +~4(-3)" =7 at+y=T
ap=—-2 = a2' 4128 4 4(=3) =2 = 20+ 28 — 3y = -2
as = 14 a2? + 3-2:22 4 y(=3)* = 14 4o+ 8B+ 9y = 14

Az egyenletrendszer megoldasa a = 5, § = —3, v = 2, amibdl a sorozatunk altaldnos tagja

an = 52" — 3n2" + 2(=3)" = (5 — 3n)2" + 2(—3)"

3. példa: (Vazlat.) Ha egy olyan hatodrendii linearis rekurzié megoldasan dolgozunk, amely-
nek karakterisztikus polinomja (¢ — 9)*(¢ — v/2)? alakra hozhato, tehat a 9 négyszeres, a v/2
pedig kétszeres gyoke, akkor a megoldast a9™ + An9™ + yn29" + 6n39™ + e(v/2)" + (n(v/2)"
alakban kell keresni. A hat egyiitthato pedig a kezdeti értékekbdl kitalalhato.



