MASODRENDU LINEARIS REKURZIOK MEGOLDASA
MINTAFELADAT. Oldjuk meg az

apg = 1,
ay = 2,
an = 6a,_1 — Tay_o (han>2)

lineéris rekurziét! (Azaz adjuk meg az (a,)22, sorozatot explicit alakban.)

ELOKESZITO GONDOLATOK. Vildgos, hogy pontosan egy sorozat elégiti ki a fenti feltéte-
leket, hiszen az as, ag, a4 stb. elemeket mindig egyértelmiien meghatarozza az elGttiik allo
két sorozatelem. Igy nincs més dolgunk, mint valahogy talalni egy olyan sorozatot, amelyre
teljesiilnek az elGirt kdvetelmények. Példaul, ha az els§ néhany elem felirdsa utan megsejtjiik
a zart alakot, és ellendrizziik, hogy valoban teljesiilnek ra a feladatbeli a feltételek, akkor
készen vagyunk. Persze a legtobb esetben nem kénnyd megsejteni a zart alakot, mert az
,csunya”, ahogy ennél a feladatnal is.

Az alabbiakban egy mechanikus méodszert ismertetiink, amellyel ,meg lehet talalni” a ke-
resett sorozatot. Megmutathato, hogy ilyen tipusi rekurzidknél ez a keresési modszer mindig
eredményre vezet, soha nem ,akad el” (ha a segédanyag végén talalhato kiegészitést is hozzé-
vessziik), de ezt most nem részletezziik. A feladatok matematikailag preciz megoldasahoz erre
nincs is sziikség, hiszen az el6z6 bekezdés szerint elegendd annyit ellendrizni/végiggondolni,
hogy a megtalalt sorozat valoban megoldéas. (A konkrét feladatoknal pedig azt fogjuk ,ta-
pasztalni”, hogy mindig ratalalunk a megoldasra, ha ezt a keresési utat kovetjiik.)

A MINTAFELADAT MEGOLDASA. Eldszor figyelmen kiviil hagyjuk a kezdeti feltételeket.

1. lépés: Meghatarozzuk, hogy mely a,, = ¢™ alaka (mértani) sorozatokra teljesiil az el6irt
an = 6ap_1 — TQn_a (1)

rekurziv feltétel (ahol g # 0). Keressiik tehat azokat a ¢ szdmokat, amelyekre fennall, hogy
q" =6¢""" = 7¢"72,

minden n > 2 esetén. Ez minden n-re ekvivalens azzal (¢" 2-nel valé osztas és rendezés
utan), hogy
¢* —6g+7=0, (2)

amely méasodfoki egyenletnek a megoldoképlet szerint két megoldasa lesz:
Q1=3—\/§ és q2:3+\@,

Kaptuk tehét, hogy az @, = (3 — v/2)" és az G, = (3 + v/2)" sorozatok kielégitik az (1)
rekurziv Osszefiiggést. Nem nehéz meggondolni, hogy ha két sorozat kielégiti az (1) feltételt,
akkor a sorozatok ,linearis kombinaciéi” is; azaz esetiinkben az

an=0a-3—-V2)"+8-(3+V2)"

alaku sorozatok kielégitik (1)-et bdrmely c, 8 valos szamok esetén.

Tehat ha taldlunk olyan « és 8 szamokat, melyekkel az iménti a,, sorozatra az is fennall,
hogy a9 = 1 és a; = 2, akkor ezzel megkapjuk a keresett sorozatot, mert minden feltétel
teljesiilni fog.



2. lépés: Meghatarozzuk az « és [ szamokat oly moédon, hogy ag = 1 és a1 = 2 teljesiiljon,

azaz fennalljon, hogy
a-3-v2)+58-3+V2)° =
a-(3-V2)'+8-(3+V2)! =
Vagyis az
a+8=1
(3—V2)a+(3+V2)8=

egyenletrendszert kell megoldani a-ra és S-ra. Ennek megoldasa: o = ‘Zf\;%l, 8= V21

A szamolas részleteit mell6zziik. (Példaul a 5 = 1—a Gsszefiiggést beirjuk a 2. egyenletbe. .. )
Tehat a megoldés:

V2+1

\f
an = =7 (3=V2)" + (34 V2)™.
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TOVABBI GYAKORLO FELADATOK. Oldjuk meg a kovetkezd linedris rekurzidkat:
(i) bo=4, by=-1; b, =0by_1+2b,_2 (han>2).
) c1=2, c2=3; ¢, ="5C_1—6¢c,_o (han>3).
(iii) dy=d1=1; d,=4dn-1+dn—2 (han>2).
) eo=e1=1; e, =6e,_1—9¢,_o (han>2).

MEGOLDASOK.

(i) bp=2"+3-(=1)"

) =327 —41.3"

(i) dp =22 (2= VB + 25 (24 VB,
) € =3"—2n-3"=(1-2n)3"

ELLENGRZES. A feladatmegoldas végén leellendrizhetjiik, hogy a kapott sorozat kielégiti a
feladatban megadott feltételeket (ez a keresett sorozat egyértelmiisége miatt egy matemati-

kailag korrekt bizonyitds is arra, hogy a kapott zart alak helyes). Példaul a fenti (ii) feladat
eredményét a kovetkezSképpen ellenérizhetjiik:

1
3
1
3
5¢p_1 — 6¢p_o="5 (2 con—l % : 3”—1> -6 (;’ .on=2 % : 3”—2> =
9
4

KIEGESZITES. (TOBBSZOROS GYOKOK.) Masodrend linearis rekurziok esetén az ismer-
tetett modszer mindig miikodik, ha az 1. lépésben, a (2) pontnal olyan masodfoku egyenletet
kapunk g-ra, amelynek két kulonbozd gyoke van. Ebbe az is beleértendd, ha nincs valés gyok,
azaz az eset, amikor két kiilonb6z6 (nem valos) komplex gyok van. Komplex gy6kok esetén
ugyanugy végigvihet§ a modszer a komplex szamtest felett dolgozva: ekkor olyan zart alakot
kapunk, amelyben ugyan latszolag lesznek komplex szdmok, de a miveletek elvégzése utan
valos szamokat kapunk (hasonloan ahhoz, hogy irracionélis szamok megjelenhetnek a zart
alakban olyankor is, amikor a sorozatelemek egészek).
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Egy példan keresztil mutatjuk be, hogy hogyan jarhatunk el abban az esetben, ha a
(2) pontnal olyan egyenletet kapunk, amelynek csak egy (t6bbszords) gyoke van. A (iv)-es
feladatban ez a szituécié all fenn: a megoldés soran az 1. lépésben a

@®—6qg+9=0

egyenlethez jutunk, amelynek egyetlen gyoke a ¢ = 3. Kénnyen ellenérizhets, hogy most
nemcsak az €, = 3" mértani sorozat, hanem annak n-szerese, az é, = n - 3" sorozat is
kielégiti a rekurziv feltételt (t0bbszoros gyok esetén mindig ez a helyzet, hogy a megtalalt
mértani sorozat mellett annak n-szerese is ilyen), és igy ezek

en=0a-3"+ fn-3"

linearis kombinacioi is (a, 8 € R). Most ilyen alakban keressiik a megoldéast. A 2. lépés-
ben tudunk olyan « és § szamokat talalni, hogy az eg = 1 és e; = 1 kezdeti feltételek is

teljesiiljenek: ebben a példaban az aa=1és 8 = —% értékek adddnak az

{ a=1
3a+36=1
egyenletrendszerbdl.

MAGASABB RENDU LINEARIS REKURZIOK. Magasabb rend linearis rekurziok esetén
a linearis rekurziok alaptétele ,stgja meg”’, hogy milyen alakban kell keresni a megoldast.
Ezutén a kezdeti feltételekbsl meghatarozhatok az ismeretlen o, 3,7, . . . egytitthatok. (Olyan
linearis egyenletrendszerhez jutunk, amelynek lesz megoldasa, méghozza egyértelmd. Ezt is
garantalja az alaptétel.) Célszert ellendrizni, hogy az igy kapott sorozat valéban megoldasa
a rekurzionak a megadott kezdeti feltételekkel (mivel az alaptétel helyességét nem annyira
konnyt végiggondolni).



