Formalis hatvanysorok

(+ Newton-formula)

Kombinatorika

2., 3. és 6. eléadas

SZTE Bolyai Intézet
Szeged, 2020.



A formalis hatvanysorok definicidja

Definicié. Formalis hatvanysor alatt egy

ag + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 —+ ...
alaka (végtelen sok tagbdl allo) formalis kifejezést értiink, ahol
ag, ai,as, as, ... valés szamok, = pedig egy szimbdlum.

Megjegyzés. Hasznaljuk a ,szummas” irasmodot is:
o

E anx”.

n=0



A formalis hatvanysorok definicidja

Definicié. Formalis hatvanysor alatt egy

ag + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 —+ ...
alaka (végtelen sok tagbdl allo) formalis kifejezést értiink, ahol
ag, ai,as, as, ... valés szamok, = pedig egy szimbdlum.

Megjegyzés. Hasznaljuk a ,szummas” irasmodot is:

oo
Z anx”.
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[o.@]
F = Z(?n + 1)z",
n=0
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F=1+3x+52>+72%+92* + ...

A formalis hatvanysorokat nagybetiivel szokas jeldlni.



A formalis hatvanysorok definicidja
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Megjegyzés. Formalis hatvanysor = ,Végtelen polinom”



A formalis hatvanysorok definicidja

Definicié. Formalis hatvanysor alatt egy

ag + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 —+ ...
alaka (végtelen sok tagbdl allo) formalis kifejezést értiink, ahol
ag, ai,as, as, ... valés szamok, = pedig egy szimbdlum.

Megjegyzés. Hasznaljuk a ,szummas” irasmodot is:

oo
Z anx”.
n=0
Példa.
[o.@]
F = Z(?n + 1)z",
n=0
azaz

F=1+3x+52>+72%+92* + ...

Jel6lés. R[[z]]: a formalis hatvanysorok halmaza



Definicié. Az
F:a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+...
formalis hatvanysorban az x™ egyiitthatéjan az a, szamot értjiik.

Ezt az egyiitthatét (2] F'-fel jeloljiik.
Példa. F =1+ 3z + 522 + 723 + 924 + . .. esetén [23|F = 7.



Definicié. Az
F:a0+a1x+a2x2+a3x3+a4m4+...
formalis hatvanysorban az x™ egyiitthatéjan az a, szamot értjiik.
Ezt az egyiitthatét (2] F'-fel jeloljiik.
Példa. F =1+ 3z + 522 4+ 723 + 92% 4 ... esetén [23]F = 7.
Konvencié. Formalis hatvanysorok esetén is éliink a polinomok-
nal megszokott jeldlésbeli konvencidkkal. Tehat példaul
24 1z + (—4)2% 4+ 02 + V22t + ...
helyett azt irjuk, hogy
24— 42+ V2t + .

o +(—a)z"™ ~ —az"
e a ( egyiitthat6ju tagokat nem irjuk ki
e stb.



Konvenciék

Megjegyzés. A formalis hatvanysor val6jaban nem egyéb, mint
egy végtelen sorozat szokatlan kédolasa:

1,3,5,7,9,... — 14+3zc+52?+72%+92+ ...



Konvenciék

Megjegyzés. A formalis hatvanysor val6jaban nem egyéb, mint
egy végtelen sorozat szokatlan kédolasa:

1,3,5,7,9,... — 14+3zc+52?+72%+92+ ...

P o n z1: z o0
Ezért a >~ anz™ formalis hatvanysort az (ay),_, sorozat
generatorfiiggvényének is nevezziik.



Konvenciék

Megjegyzés. A formalis hatvanysor val6jaban nem egyéb, mint
egy végtelen sorozat szokatlan kédolasa:

1,3,5,7,9,... — 14+3zc+52?+72%+92+ ...

Ezért a > 2 janx™ formalis hatvanysort az (ay),., sorozat
generatorfliggvényének is nevezziik.

Itt jegyezziik meg, hogy természetesen két hatvanysort akkor te-
kintiink egyenlének, ha megegyezik az egyiitthat6sorozatuk.



Konvenciék

Megjegyzés. A formalis hatvanysor val6jaban nem egyéb, mint
egy végtelen sorozat szokatlan kédolasa:

1,3,5,7,9,... — 14+3zc+52?+72%+92+ ...

P o n z1: z o0
Ezért a >~ anz™ formalis hatvanysort az (ay),_, sorozat
generatorfiiggvényének is nevezziik.

Itt jegyezziik meg, hogy természetesen két hatvanysort akkor te-
kintiink egyenlének, ha megegyezik az egyiitthat6sorozatuk.

X 3k %

Definicié. A polinom olyan formalis hatvanysor, amelyben csak
véges sok nemnulla egyiitthaté van (tehat a 0 egyiitthatoja tagok
elhagyasa utan csak véges sok tagbdl all).

Példa. 2 — 3z + 522 — 23



Definicié. Az A = Y ° japa" és B = Y 2 byz" formalis

n=0
hatvanysorok Gsszegén a
o

Z(an + bp)z"
n=0
formalis hatvanysort értjiik. Jeldlése: A + B.



Definicié. Az A = Y ° japa" és B = Y 2 byz" formalis

n=0
hatvanysorok Gsszegén a
o

Z(an + bp)x"

n=0

formalis hatvanysort értjiik. Jeldlése: A + B.

Példa. Legyen A a 2-hatvanyok generatorfiiggvénye, B pedig a
primszamok generatorfliggvénye, tehat
A =142z + 42 +82% + 162" +322° + . ..

B=2+3z4+52%+72% +112* +132° + ...
Ekkor

A+ B=3+51+922 + 152> + 272 + 452° + . ..



Szorzas

Definicié. Az A = Y ° japa" és B = Y 2 byz™ formalis

hatvanysorok szorzatan azt a .-~ ¢,z formélis hatvanysort
értjiik, amelyre

cn = agby + a1by—1 + agbp—2 + -+ + aybo,
minden n € N esetén. A szorzat jelolése: A - B.

co = apbo

c1 = agby + a1by

co = apgba 4+ a1b1 + a2bg

c3 = agbs + a1bs + asby + azby

¢4 = apbs + a1b3 4 azbs + azb + asby



Definicié. Az A = Y ° japa" és B = Y 2 byz™ formalis
hatvanysorok szorzatan azt a ).~ c,z” formalis hatvanysort

értjiik, amelyre
Cn = apbyp + a1bp—1 + agbp—2 + - -+ + apbo,
minden n € N esetén. A szorzat jelolése: A - B.

Példa. Legyenek A és B az el6z8 példabeli formalis htvsorok:

A=1420+ 422 + 823 + 162* +322° + . ..

B=24+3r+522+72% +112* +132° + ...
Ekkor

A-B=1+2z+42> +83 +.. ) 2+3c+522+ 723+ ...)
=2+ 7o+ 1922 4+ 4523 + . ..

mert 1-2=2, 1-34+2-2=7, 1-54+2-3+4-2=19,
1-742-544-3+8-2=45.



Szorzas

Definicié. Az A = Y ° japa" és B = Y 2 byz™ formalis

hatvanysorok szorzatan azt a .-~ ¢,z formélis hatvanysort
értjiik, amelyre

cn = agby + a1by—1 + agbp—2 + -+ + aybo,
minden n € N esetén. A szorzat jelolése: A - B.

A definiciéban szereplé dsszeget igy is irhatjuk:

Cp = Z aibj.

i+j=n



Szorzas

Szorzas szemléletesen. A szorzas gy van definidlva, hogy a
szorzat a kovetkez6 eljarassal is megkaphaté: ,Minden tagot min-
den taggal Gsszeszorzunk, majd az igy kapott szorzatok dsszegét

P4

vessziik, és ebben az azonos kitevsjii tagokat dsszevonjuk.”

by + bz + b + bgz® + b2t + .- =B
ao | agby  aobiz  aghox®  agbsx®  agbyx*
+
a1 [arbor  aibyaz®  arbox®  ajbsat
+
a0x?| agbor®  agbiz®  agbyzt
+
azx®| agbor®  asbyzt
+ N
agzt| agbpz® - Yy@
+
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Szorzas szemléletesen. A szorzas gy van definidlva, hogy a
szorzat a kovetkez6 eljarassal is megkaphaté: ,Minden tagot min-
den taggal Gsszeszorzunk, majd az igy kapott szorzatok dsszegét

P4

vessziik, és ebben az azonos kitevsjii tagokat dsszevonjuk.”

Allitas. A szorzas fontos tulajdonsaga (v6. Formalis hatvanyso-
rok miiveleti tulajdonsagai segédanyag 2. pontja), hogy a tobb-
tényezss szorzat is igy szamolhaté ki. Ez a tényezék szama sze-
rinti indukciéval bizonyithaté (de a bizonyitas nem vizsgaanyag).



Definicié. Az ' € R][z]] formalis hatvanysor (deg F'-fel jellt)
fokszama az a LEGKISEBB k € N szam, amelyre [z¥]F # 0.

(Az ,,azonosan 0" formalis hatvanysor fokszamat co-nek definialjuk.)



Definicié. Az ' € R][z]] formalis hatvanysor (deg F'-fel jellt)
fokszama az a LEGKISEBB k € N szam, amelyre [z¥]F # 0.

(Az ,,azonosan 0" formalis hatvanysor fokszamat co-nek definialjuk.)

Példak.

deg(52> + 827 + 13z + 212 + .. .) =3
172 ZE3 ZE4
deg(—z+———+=——...)=1
eg(—z + 7 "3 + 1 )
deg(9 — 62 + %) = 0.



Definicié. Az ' € R][z]] formalis hatvanysor (deg F'-fel jellt)
fokszama az a LEGKISEBB k € N szam, amelyre [z¥]F # 0.
(Az ,,azonosan 0" formalis hatvanysor fokszamat oo-nek definialjuk.)
Példak.

deg(52> + 827 + 13z + 212 + .. .) =3

2 ZE3 :)5‘4

x
deg(—z+——-——+——...)=1
eg(—r + 5~ 3 T )
deg(9 — 62 + %) = 0.
Megjegyzés. Ahogy az utolsé példa is illusztralja, polinomok
esetén a fenti fokszamdefinici6 NEM a hagyomanyos értelemben

vett polinomfokszamot adja (ami a példaban 2 lenne).



Definicié. Az ' € R][z]] formalis hatvanysor (deg F'-fel jellt)
fokszama az a LEGKISEBB k € N szam, amelyre [z¥]F # 0.
(Az ,,azonosan 0" formalis hatvanysor fokszamat co-nek definialjuk.)
Példak.

deg(52> + 827 + 13z + 212 + .. .) =3

2 :)33 ZE4

x
deg(—z+——-——+——...)=1
eg(—r + 5~ 3 T )
deg(9 — 62 + %) = 0.
Megjegyzés. Ahogy az utolsé példa is illusztralja, polinomok
esetén a fenti fokszamdefinici6 NEM a hagyomanyos értelemben

vett polinomfokszamot adja (ami a példaban 2 lenne).

Eszrevétel. Tetszéleges F,G € R[[z]] formalis hatvanysorok

esetén
deg(F - G) = deg F' + deg G.



Allitas + Definicié. Legyen A, B € R][[z]]. Ha deg A < deg B
és A # 0, akkor a

A-X=B (*)
egyenletnek (ahol X € R][z]] ismeretlen formalis hatvanysor)
egyetlenegy megoldasa van. Ezt a megoldast a B és A formalis
hatvanysorok hanyadosanak nevezziik, és %—val jeloljik.
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Allitas + Definicié. Legyen A, B € R][[z]]. Ha deg A < deg B
és A # 0, akkor a

A-X=18B (%)
egyenletnek (ahol X € R][z]] ismeretlen formalis hatvanysor)
egyetlenegy megoldasa van. Ezt a megoldast a B és A formalis
hatvanysorok hanyadosanak nevezziik, és %—val jeloljik.

Megjegyzés. Csak az allitasban szereplé feltételek teljesiilése
esetén definialjuk a hényadost tehat példaul % nem értelmezett.
(Ezzel szemben példaul 1 értelmezett.)

Amennyiben deg A > deg B, agy a (x) egyenletnek nincs is meg-
oldasa, hiszen a bal oldal fokszama minden X € R][z]] hatvany-
sorra nagyobb, mint a jobb oldalé:

deg(A-X) =deg A+ deg X > deg A > deg B.



Allitas + Definicié. Legyen A, B € R][[z]]. Ha deg A < deg B
és A # 0, akkor a

A-X=B (%)
egyenletnek (ahol X € R][z]] ismeretlen formalis hatvanysor)
egyetlenegy megoldasa van. Ezt a megoldast a B és A formalis
hatvanysorok hanyadosanak nevezziik, és %—val jeloljik.
Hasznos észrevétel. Amennyiben a nevezében a konstans tag
nemnulla (azaz ha deg A = 0), akkor a % hanyados mindig ér-
telmezett:

1 6 — 7x + 22 3
1—2a’ 3+2r 1 442

Mivel a késébbiekben csak ilyen hanyadosokkal fogunk dolgozni,
a fenti allitas bizonyitasat is csak erre az esetre részletezziik.
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Allitas + Definicié. Legyen A, B € R][[z]]. Ha deg A < deg B
és A # 0, akkor a

A-X=B (%)
egyenletnek (ahol X € R][z]] ismeretlen formalis hatvanysor)
egyetlenegy megoldasa van. Ezt a megoldast a B és A formalis
hatvanysorok hanyadosanak nevezziik, és %—val jeloljik.

Biz. Legyen A = >""7 ja,a™ és B =Y °  byz". Keressiik az
X =37 &na™ formalis hatvanysort Ggy, hogy (x), vagyis az

(a0+a1x+a2x2+a313+. .. )(§0+§1m+§2x2+§3z3+. ..) =bo +bix+box? +bsxS+. ..

egyenléség teljesiljon. Tehat a &y, &1, &2, ... ismeretlen egyiitt-
hatékat kell meghatarozni gy, hogy a bal oldalon a szorzas el-
végzése utan a szorzat egyiitthatoi by, by, b, ... legyenek. Latni

fogjuk, hogy ebbdl a &y, &, &, ... egyiitthatokat balrél jobbra
haladva sorban kitalalhatjuk (egyértelmd médon).



(ao+a1z+a2x2+a3x3+, .. )(§0+§1x+§2x2+£3m3+. L) = bo+bix+baz?+bsa®+. ..

II (szorzat definiciéja)

aoo = bo

apé1 + a1§o = by

aoe + a1&1 + az§o = bo

aopés3 + a1 + az81 + azép = b3

Ez egy végtelen sok egyenletbdl allé egyenletrendszer, amelyben
€0,&1,&2, ... az ismeretlenek (ez végtelen sok ismeretlen), az a;
és b; szamokat pedig ismerjiik.



(ao+a1z+a2x2+a3x3+, .. )(§0+§1x+§2x2+§3x3+. L) = bo+bix+baz?+bsa®+. ..
II (szorzat definiciéja)

aoo = bo

apé1 + a1§o = by

aoe + a1&1 + az§o = bo

aopés3 + a1 + az81 + azép = b3

Elészor feltessziik, hogy ag # 0.



(ao+a1w+a2x2+a3x3+. .. )(5{)+§1x+§2x2+§3x3+. L) = bo+bix+baz?+bsa®+. ..
II (szorzat definiciéja)

aplo =bo v  — & =bo/ag
apé1 + a1ép = by
aoe + a1&1 + azo = bo
aopés + a1 + az81 + azép = b3

Elészor feltessziik, hogy ag # 0.

llyenkor az 1. egyenlet egyértelmtien meghatarozza &o-t: &y = 2

ag”



(ao+a1w+a2x2+a3x3+. .. )(5{)+§1x+§2x2+§3x3+. L) = bo+bix+baz?+bsa®+. ..

1} (szorzat definiciéja)

aplo =bo v  — & =bo/ag
apl1 +a1§p = v — &=
aope + a1&1 + azép =
aopés + a1 + a8 +azép = b3

Elészor feltessziik, hogy ag # 0.
llyenkor az 1. egyenlet egyértelmiien meghatarozza &y-t: {) = bg

A 2. egyenlet egyértelmiien meghatarozza §1 et (most mar ismer-
Juk &)—t)i & = (bl — alfo)/ao = (bl — ala—o)/ao



(a0+a1w+a2x2+a3x3+. .. )(5{)+§1x+£2x2+§3x3+. ..)=bo +biz4box®+byz3+. ..
1} (szorzat definiciéja)

aplo =bo v  — & =bo/ag
a0§1+a1€0:bl/ — 51:...
aplo +ar1§y +axfp =bav.  — L= ...
a3 + a1 + a8 +azép = b3

Elészor feltessziik, hogy ag # 0.

llyenkor az 1. egyenlet egyértelmiien meghatarozza &y-t: {) = bg

A 2. egyenlet egyértelmiien meghatarozza §1 et (most mar ismer-
jik &0-t): &1 = (b1 — a1&0) /a0 = (b1 — a122) /aq.

A 3. egyenlet egyértelmiien meghatarozza £2-t (most mar ismer-
juk &o-t és fl—et): & = (bg —a1é1 — (Lgﬁo)/ao = ...
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(ao+arz+asz® +azz®+.. ) (Co+Era+Eon?+E3a3 4. ) = bo+bra+baz? +bsz®+. ..
1} (szorzat definiciéja)

aplo =bo v  — & =bo/ag
a0§1+a1€0:bl/ — 51:...
aplo +ar1§y +axfp =bav.  — L= ...
— 53:...

ap&3 + arés + a2é + azép = b3 v’

Elészor feltessziik, hogy ag # 0.

llyenkor az 1. egyenlet egyértelmiien meghatarozza &y-t: {) = bg
A 2. egyenlet egyértelmiien meghatarozza §1 et (most mar ismer-
jik &0-t): &1 = (b1 — a1&0) /a0 = (b1 — a122) /aq.

A 3. egyenlet egyértelmiien meghatarozza £2-t (most mar ismer-
jik &o-t és &1-et): & = (ba — ar&y — a2éo)/ao = - ..

A 4. egyenlet egyértelmiien meghatarozza £3-at: &3 = . ..



2,3,6. ea. Osztas
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(ao+arz+asz® +azz®+.. ) (Co+Era+Eon?+E3a3 4. ) = bo+bra+baz? +bsz®+. ..

1} (szorzat definiciéja)

ag&o = bo v’

apé1 + a1§p = b1 v’

apée + a1&1 + ao = ba v’

apés + a182 + a8y + azlo = bz v’

U

§o = bo/ag
&=
E= ..
G = ..

Es igy tovabb, az egyenleteken sorban végigmenve megkapjuk
azt az egyértelmi &y, &1, &9, ... szamsorozatot, amelyre teljesiil
az Gsszes egyenl@ség (&, értékét az (n + 1)-edik Iépésben kap-
juk meg). Fontos megjegyezni, hogy az aktualis &, kifejezésénél
mindig az ag # 0 szammal kell osztani, ami megtehetd.
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(ao+arz+asz® +azz®+.. ) (Co+Era+Eon?+E3a3 4. ) = bo+bra+baz? +bsz®+. ..

1} (szorzat definiciéja)

aplo =bo v  — & =bo/ag
apl1 +a1§p = v — &=
aplo +a1§y +afp =bev.  — S =...
— 53 = ...

apé3 + a1é2 + a2é1 + azéy = b3 v’

Ez az eljaras akkor is miikodik, ha ag = 0. Az allitasban sze-
replé deg A < deg B és A # 0 feltételek garantaljak, hogy az
egyenletek elbb latott , felgdngydlitése” ilyenkor is pontosan egy
0,&1,&9, . .. egyltthatésorozathoz vezessen (ahol osztunk, ott
nemnulla szammal tessziik, stb.). A részleteket mellézziik. [



Egy nevezetes hatvanysor

Allitas. 1
tas 1—:1+:E+3:2—|—x3+334+...
-z




Egy nevezetes hatvanysor

Allitas. 1
tas 1—:1+x+3:2—|—x3+334+...
-z

Bizonyitas.
(1-—z)1+z4+22+a3+21+.. )=
l+z+a2+22+a20+ ...

—rx—a? - -2t - =1



Egész kitevGs hatvanyozas

Definicié. Legyen F' € R[[z]], és n € Z™. Ekkor

n-szer

—N—
rm=F.-F....-F
FY:=1

_ 1
F n:ﬁ

Az utolsd miivelet csak akkor van definialva, ha az ﬁ tort értel-
mezve van, tehat ha deg F' = 0, azaz [2°]F # 0.



Definicié. Az
F:a0+a1x+a2x2+a3x3+a4m4+...
formalis hatvanysor (formalis) derivaltjan az
F' = ay + 2a9z + 3asx® + daqx® + . ..
formalis hatvanysort értjiik, amelyet F”-vel jeldliink.



Definicié. Az
F:a0+a1x+a2x2+a3x3+a4m4+...
formalis hatvanysor (formalis) derivaltjan az
F' = ay + 2a9z + 3asx® + daqx® + . ..
formalis hatvanysort értjiik, amelyet F”-vel jeldliink.

Szumma-jelekkel:
o

o0
Ha F = Zanx”, akkor F' := Z(n + Dap412".
n=0 n=0



Definicié. Az
F:a0+a1x+a2x2+a3x3+a4m4+...
formalis hatvanysor (formalis) derivaltjan az
F' = ay + 2a9z + 3asx® + daqx® + . ..

formalis hatvanysort értjiik, amelyet F”-vel jeldliink.

Szumma-jelekkel:

o0 oo
Ha F = Zanx”, akkor F' := Z(n + Dap412".
n=0 n=0

Allitas. Kénnyen ellendrizhets, hogy az imént definialt miiveletre
is teljesiilnek a hagyomanyos derivialasnal megszokott azonossa-
gok, példaul (F-G) =F -G+ F-G.

A derivalasi szabalyok” megtalalhatok a formalis hatvanysoros
segédanyagban.



Kompozicio

Az ,0sszetett fgv. képzés' megfelelgje formalis hatvanysorokra:
Definicié. Legyen
F =ap+ a1z + asx® + agz® + aga + ...
Ha G egy olyan formalis hatvanysor, amelyre [2°]G' = 0 (vagyis
a konstans tagja 0), akkor F' és G kompozicidja az
FOG::a0+a1G+a2G2+a3G3—|—a4G4+...

formalis hatvanysor. Ez agy értendd, hogy
o0

[2")(FoG):=> [z"arG", Vn € N.
k=0
k-szor

—N—
Emlékezteté: GF =G -G-...-G
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Az ,0sszetett fgv. képzés' megfelelgje formalis hatvanysorokra:
Definicié. Legyen
F = ag + a1z + aga® + aga® + agz’ + . ..
Ha G egy olyan formalis hatvanysor, amelyre [2°]G' = 0 (vagyis
a konstans tagja 0), akkor F' és G kompozicidja az
FOG::a0+a1G+a2G2+a3G3—|—a4G4+...

formalis hatvanysor. Ez agy értendd, hogy
oo/n

[z"](F o G) := Z[x"]aka, Vn € N.
k=0
Kiegészités. A definici6 értelmezéséhez fontos tisztazni, hogy az
x™ egyitthatéjat definiald dsszeg tekinthets végesnek, ugyanis
[2°]G = 0 miatt k > n esetén [2"]apG* = 0.
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Az ,0sszetett fgv. képzés' megfelelgje formalis hatvanysorokra:
Definicié. Legyen
F = ag + a1z + aga® + aga® + agz’ + . ..
Ha G egy olyan formalis hatvanysor, amelyre [2°]G' = 0 (vagyis
a konstans tagja 0), akkor F' és G kompozicidja az
FOG::a0+a1G+a2G2+a3G3—|—a4G4+...

formalis hatvanysor. Ez agy értendd, hogy
o0

[z"](F o G) := Z[x"]aka, Vn € N.
k=0
Kiegészités. A definici6 értelmezéséhez fontos tisztazni, hogy az
x™ egyitthatéjat definiald dsszeg tekinthets végesnek, ugyanis
[2°]G = 0 miatt k > n esetén [2"]apG* = 0.

Megjegyzés. [2°]G # 0 esetén nem definialjuk F o G-t.



A kompozicié tulajdonsagai

A formalis hatvanysoros segédanyagban szereplé miiveleti tulaj-
donsagokat agy lehet 6sszefoglalni, hogy ha egy hatvanysorokra
vonatkozé egyenlGségben z helyére ,beirunk” egy G hatvanysort
(0 konstans taggal), akkor ismét egyenl&séget kapunk.



A kompozicié tulajdonsagai

A formalis hatvanysoros segédanyagban szereplé miiveleti tulaj-
donsagokat agy lehet 6sszefoglalni, hogy ha egy hatvanysorokra
vonatkozé egyenlGségben z helyére ,beirunk” egy G hatvanysort
(0 konstans taggal), akkor ismét egyenl&séget kapunk.

A kés6bbiekben csak egytagl hatvanysorok ,behelyettesitésére”
lesz sziikségiink (pl. G = bz stb.), igy ilyen példakat mutatunk:



A kompozicié tulajdonsagai

A formalis hatvanysoros segédanyagban szereplé miiveleti tulaj-
donsagokat agy lehet 6sszefoglalni, hogy ha egy hatvanysorokra
vonatkozé egyenlGségben z helyére ,beirunk” egy G hatvanysort
(0 konstans taggal), akkor ismét egyenl&séget kapunk.

A kés6bbiekben csak egytagl hatvanysorok ,behelyettesitésére”
lesz sziikségiink (pl. G = bz stb.), igy ilyen példakat mutatunk:

(0.9]
o 2 3 _ n
1_$—1+:v—|—a: +z +---—Zox
n=



A kompozicié tulajdonsagai

A formalis hatvanysoros segédanyagban szereplé miiveleti tulaj-
donsagokat agy lehet 6sszefoglalni, hogy ha egy hatvanysorokra
vonatkozé egyenlGségben z helyére ,beirunk” egy G hatvanysort
(0 konstans taggal), akkor ismét egyenl&séget kapunk.

A kés6bbiekben csak egytagl hatvanysorok ,behelyettesitésére”
lesz sziikségiink (pl. G = bz stb.), igy ilyen példakat mutatunk:

o
o 2 3 _ n
I_I—1+x—|—x + —|—---—Zx
n=0
Uw<—5m

=145+ (52)2 + (5r)3 4 - = i(Sx)” = i 5™

n=0 n=0

1—>5x



A kompozicié tulajdonsagai

A formalis hatvanysoros segédanyagban szereplé miiveleti tulaj-
donsagokat agy lehet 6sszefoglalni, hogy ha egy hatvanysorokra
vonatkozé egyenlGségben z helyére ,beirunk” egy G hatvanysort
(0 konstans taggal), akkor ismét egyenl&séget kapunk.

A kés6bbiekben csak egytagl hatvanysorok ,behelyettesitésére”
lesz sziikségiink (pl. G = bz stb.), igy ilyen példakat mutatunk:

(0.9]
I_I:1+x+x2+x3+...22x”
n=0
Uw<—5m
o0 o0
_ 2 3 _ n __ n,.n
- = 1+ 50+ (52)* + (52) —i—---—ZO(Sx) _2)5 x
n= n=

Ebben a prezentaciéban eddig tartott a kdtelez anyag.
Az utolso két dia kiegészités.



Valés formalis hatvanysorok n-edik gyoke

Allitas + Definicié. Legyen F' € R[[x]] olyan formalis hatvany-

sor, amelyre [2°]F > 0, és legyen n € N*. Tekintsiik az
X"=F

egyenletet, ahol X € R[[z]] az ismeretlen formalis hatvanysor.

n-szer

—_——t
Emlékezteté: X"=X - X .-...- X



Valés formalis hatvanysorok n-edik gyoke

Allitas + Definicié. Legyen F' € R[[x]] olyan formalis hatvany-

sor, amelyre [2°]F > 0, és legyen n € N*. Tekintsiik az
X"=F

egyenletet, ahol X € R[[z]] az ismeretlen formalis hatvanysor.

Ha n paratlan, akkor az X" = F egyenletnek pontosan egy

megoldasa van, amelyet {/F-fel jeldliink.

Ha n paros, akkor az X" = F egyenletnek két megoldasa van,

és ezek egymas (—1)-szeresei. /F-fel jeloljiik azt a megoldast,

amelyikben a konstans tag pozitiv (tehat [z°]X > 0). A masik,

negativ konstans tagi megoldas a —/F hatvanysor.



Valés formalis hatvanysorok n-edik gyoke

Allitas + Definicié. Legyen F' € R[[x]] olyan formalis hatvany-

sor, amelyre [2°]F > 0, és legyen n € N*. Tekintsiik az
X"=F

egyenletet, ahol X € R[[z]] az ismeretlen formalis hatvanysor.

Ha n paratlan, akkor az X" = F egyenletnek pontosan egy
megoldasa van, amelyet {/F-fel jeldliink.

Ha n paros, akkor az X" = F egyenletnek két megoldasa van,
és ezek egymas (—1)-szeresei. /F-fel jeloljiik azt a megoldast,
amelyikben a konstans tag pozitiv (tehat [z°]X > 0). A masik,
negativ konstans tagi megoldas a —/F hatvanysor.

Megjegyzés. Az allitast nem bizonyitjuk. Az osztasnal latottak-
hoz hasonléan a keresett X = >"77 £x2® hatvanysor egyiittha-
t6i &0, &1, £2,&3, - . . sorrendben haladva meghatarozhaték (paros
n esetén két megoldas lesz, amelyek egymas ellentettjei).



Tort kitevgji hatvanyok, Newton-formula

Definicié. Legyen F € R][z]], amelyre [2°]F > 0. Tetsz6leges

m,n € N, n # 0 szamokra
Fin.— YF
Frn = (W)m .
Definicio. Tetszéleges ¢ > 0 racionalis szamra
1

—q._
F1:= Tk



Tort kitevgji hatvanyok, Newton-formula

Definicié. Legyen F € R][z]], amelyre [2°]F > 0. Tetsz6leges
m,n € N, n # 0 szamokra

P = YF
Frin— F)".

Definicio. Tetszéleges ¢ > 0 racionalis szamra

1
—q .__
Fol=
Jeldlés. (f]j) = la=Dla- 213,'“(0‘ ~F+1) shola e Rk eN

Ez most csak egy jelolés, amely egy aritmetikai miiveletekkel de-
finialt valés szamot takar. (Természetesen o € N esetén meg-
kapjuk a hagyomanyos binomialis egyiitthaté értékét, de egyéb
esetekben nincs kdzvetlen kombinatorikus jelentése.)

Végiil megjegyezziik, hogy () =1, Yo € R.



Tort kitevgji hatvanyok, Newton-formula

Definicié. Legyen F € R][z]], amelyre [2°]F > 0. Tetsz6leges
m,n € N, n # 0 szamokra

P = YF
Frin— F)".

Definicio. Tetszéleges ¢ > 0 racionalis szamra

1
—q .__
Fol=
Jeldlés. (f]j) = la=Dla- 213,'“(0‘ ~F+1) shola e Rk eN

Tétel (Newton-formula). Tetszéleges o € Q szamra

(1+2)* = i (Z)xk

k=0




Tort kitevgji hatvanyok, Newton-formula

Jelolés. (g) = a(a_l)(a_Q)"'(a_k+l), ahola e R,k €N

k!

Tétel (Newton-formula). Tetszéleges o € Q szamra

(1+z)*= f: (2);1:’“

k=0

Megjegyzések.
1. A Newton-formula a binomialis tétel altalanositasa (ha a € N,
akkor visszakapjuk a binomialis tételt).



Tort kitevgji hatvanyok, Newton-formula

Jelolés. <g) = a(a_l)(a_Q)"'(a_k+1), ahola e R,k €N

k!

Tétel (Newton-formula). Tetszéleges o € Q szamra

(1+z)*= f: (Z)xk

k=0

Megjegyzések.

1. A Newton-formula a binomialis tétel altalanositasa (ha a € N,
akkor visszakapjuk a binomialis tételt).

2. A Newton-formulaban x helyére beirhaté olyan G hatvanysor,
amelyre [2°]G = 0:

oo
o Q k
1+G)* =) (k)a .
k=0
(A jobb oldalt a kompoziciénal latott médon értelmezziik.)



Tort kitevgji hatvanyok, Newton-formula

Jelolés. (g) = il Gl 1)(a_2]€)""(a_k+ 1), ahola e R,k €N

Tétel (Newton-formula). Tetszéleges o € Q szamra

o0

(1+x)*= Z (2):3’“
k=0

Megjegyzések.
3. Az el6z6ekbdl levezethet6 az () szamok generatorfiiggvénye:

1 __—n_oo_n_k_oo_n_kk_
e B M (Y

k=0 k=0

_ Z (—n)(—n —1) k' (—n—k+1) (—1)kh =

e
Il
<
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