Ramsey-szamok alsé becslései

Eléadoé: Hajnal Péter 2016. majus 3.

1. Az alapkérdés

Bevezet6 feladat: Tetszéleges tarsasagban (ahol az ismerettség kolesonos relacid)
garantaltan taldlhaté harom olyan tag, akik vagy mind ismerik egymaés, vagy senki
nem ismer senkit.

Ezt a feladatot kétféleképpen is megfogalmazhatjuk a grafelmélet nyelvén:

Graf valtozat: Tetszoleges G hat pontu egyszerli gratban garantdltan talalhaté
hérom cstcs, hogy koztiik az Osszes lehetséges (hdrom darab) él szerepeljen (harom
elemi klikket alkossanak) vagy egyikiik se legyen a mésik kett6vel 6sszekotve (hdrom
elemii fiiggetlen halmazt alkossanak).

Elszinezéses valtozat: Kj tetszOleges piros/kék élszinezésében garantaltan taldlhatd
hérom olyan cstcs, amelyek kozott mindhdrom él ugyanolyan szinti (monokormati-
kus).

Frank Plumpton Ramsey (1903—1930) brit matematikus (jelentés filozéfiai és
kozgazdasagtani munkassiggal) bizonyitotta be az alabbi tételt:

1. Tétel (Ramsey tétele 1929). K, éleit tetszblegesen szinezve piros/kékkel ga-
rantdltan taldlhato k csics, amelyek kozott halado osszes ((g) darab) él ugyanolyan
szinil.

Nyilvan Kj-ra nem lett volna igaz a fenti tétel. Természetes kérdés: mi az a
minimalis pontszam, aminél a tétel allitasa igaz lesz.

R(k) = min{S € N: Ky éleit tetsz6legesen piros/kék szinekkel szineve
garantaltan lesz k cstics, amelyek kozt minden él

ugyanolyan szinii}.

A bevezetd feladat szerint R(3) < 6, Ramesy tétele atfogalmazva: R(k) < 4.

2. Ramsey-szamok alsé becslései, konstrukciék

R(k) > ¢, azt jelenti, hogy a K, teljes graf élei kiszinezhet6k piros/kék szinekkel
ugy, hogy ne legyen k darab csiics, amelyek kozott minden él ugyanolyan szinfi.

Egy ilyen allitas legegyszeriibb médja: adjunk meg egy konkrét szinezéset egy ¢
csucsu teljes grafnak és ellenérizziik a megigért tulajdonsagokat. Az alabbiakban két
ilyen allitast irok fel. Bizonyitasukrél nem {rok semmit csak ,lattatom” a konkrét
szinezéseket.
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2. Lemma.

Bizonyitas.

3. Lemma.

Bizonyitas.
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A cstcsok halmaza 717 = {0,1,2,3,...,16}. ij pontosan akkor piros, ha i —j €
{-8,—4,-2,—1,1,2,4,8}, ahol a ,szamtan” a modulo 17 (Z;7-beli aritmetika).
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Megjegyezziik, hogy a fenti becslések élesek, abban az értelemben, hogy R(3) = 6
(ez a bevezetd feladat alapjan nyilvanvald) és R(4) = 18. R(5) értéke mind a mai
napig nem ismert.

3. Ramsey-szamok alsé becslései, Erdos Pal médszere

Erdés Pél az R(k) > ¢ éllitas egy 4j fajta bizonyitdsat vezette be. Azaz tgy bi-
zonyitja a megfelelo szinezés létezését, hogy nem mutat fel egy konkrét szinezést.
Egy példan mutatjuk be modszerét.

4. Tétel.
R(20) > 1000.

Bizonyitas. Vegyiink fel egy 1000 elemii csticshalmazt, mondjuk V' = {1,2,3,...,1000}.
Legyen K a V cstucshalmazon definialt teljes graf. Latnunk kellene, hogy az élek
kiszinezhet6k piros/kék szinekkel, hogy ne legyen olyan 20 elemi csticshalmaz, ame-
lyen beliil minden él ugyanolyan szinfi.

A K teljes graf piros/kék élszinezéseibél készitiink egy tablazatot. A tablazat
sorai az Osszes lehetséges 20 elemt csticshalmaznak felelnek meg. Egy R részhalmaz
sordban élszinezések lesznek. Pontosan azok, amelyek R-en beliil minden élt ugyan-
arra a szinre szineznek.

Mekkora lesz tablazatunk? Nyilvan (1380) sora lesz. FEgy sorba (az R részhalmaz
soraba) élszinezéseket rajzolunk. A sorban kialakulé lista egy eleméhez el kell
dontentink, hogy az R-en kiviili élek (ebbdl (10200) — (220) darab van) szinezését hogyan
végezziik el. Ezt az éleken kiilon-kiilon egymastol fiiggetlentil végezhetjiik. Mésrészt
el kell dontentink, hogy az R-en beliili élek kozos szine mi legyen. Ez utobbi valasztas
két lehetoséget jelent, mig az elso 9("3°)=(3)_t. Tehét minden sorban

2(10200)7(220)

szinezés lesz.
A tablazatunk szinezései egy

(199) 5 50565

hosszt Isitaba flizhetok. Szamszerien kevesebben lesznek, hiszen szinezések ismétlodnek.
Példaul a ,minden él piros” az Osszes sorban ott lesz. Ha belatjuk, hogy van
olyan szinezés, ami tablazaatunkban nem szerepel, akkor tételiinket belattuk. Ez

nyilvanvalé lesz, ha
(1000) . 2(10200)_(220) - 2(10200).
20

Azaz tablazatunk listdja nem tartalmaz annyi elemet mint K Gsszes élszinezése. Biz-
tosak lehetiink a tablaaztban nem szerepl6 szinezés létezésében, annak ellenére hogy
ilyet nem latunk (maga a téablazat is felrajzolhatatlan, attekinthetetlentil hatalmas).

A sziikséges egyenl6tlenség ellenorzése egyszerti. A mindkét oldalon szerepld 2-es
tényezokkel egyszertisitsiink. fgy a bizonyitando egy ekvivalens formajat kapjuk:

1000 - 2(220)_1 _ 9189
20
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A bal oldalon szereplé binomidlis egyiitthaté becslése egyszerti:

1000\  1000-999 - ...-981 - 1024 - 1024 - ... - 1024 _ (210)20 _ 920020 _ 5150
20 20-19-...-1 16-16-16-16-16-1-...-1 (24)5 ’
ahol a szamlalé Osszes tényezdjét (a legkézenfekvobb ketté hatvannyal) feliilrél
becstltiik, mig a nevez6 els6 ot tényezojét alulrol becsiltiitk 16-tal, a tobbit pedig
1-gyel. A tétel adodik. |

Megjegyezziik, hogy akik ismerik a valészinliségszamitas nyelvét, azok masképpen
is elmondhatjak a fenti bizonyitast.

Bizonyitas. Legyen ~ egy véletlen piros/kék élszinezése K-nak uniform eloszlassal
(mindegyik lehetséges szinezés ugyanolyan val6szintiségili). Legyen My az az esemény,
hogy egy R 20-elemii csticshalmazt v monokormatikusan szinez. Legyen M az az
esemény, hogy v valamelyik 20-elemii csiicshalmazt monokromatikusan szinezi. Az-
az
M = Up:.rcv,rj=20 MR-
fgy nyilvan
PrM]< ) Pr{Mg.
R:RCV;|R|=20
A fenti szamolds alapjan

Pr(M] < 1,

azaz M bekovetkezése nem biztos, M komplementere pozitiv valosziniségi. Ez csak
ugy lehet, ha v valamely értékére M nem kovetkezik be: Ebben a szinezésben nincs
monokromatikus 20-elemi cstucshalmaz. Ezt kellett igazolnunk. |

A nyelv valtoztatdsa nem tinik jelentésnek. Els6 latasra idegen is lehet. Az
1j nyelv azonban a kombinatorika egyik legfontosabb moddszerét alapozta meg: a
valészintiségszamitasi modszerét. A késobbi alkalmazasokban a nyelv mar nem egy
oncéli dolog az 6sszeszamolasi kérdések eltakarasara. A valdszintiségszamitas fontos,
kikeriilhetetlen eszkozzé valt. Ebben Erdos Palnak kozponti szerepe volt.

Végiil (a szamolasok mellékelése nélkiil) megemlitjiik, hogy a mddszer altalaban
milyen becslést ad:

5. Tétel (Erdos Pal tétele 1947). Ha k > 2, akkor
R(k) > (V2)".
Ramsey és Erdos tétele osszegezve
(V2)F < R(k) < 4.

A becslések kozel 70 éve ismertek és élesitésiik kozponti probléma. Ennek ellenére
az exponencialis becslések alapjain mind a mai napig nem sikeriilt javitani.
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