Az EULER-FORMULA KOVETKEZMENYEI

ALLiTAS. Tetszéleges G egyszert sikgrafra |E(G)| < 3|V (G)].

B1zoNYITAS. Elegendd Gsszefiiggs grafokra igazolni az allitast. (Mert ebbdl nem Osszefliggd
grafokra is kovetkezik a bizonyitandé: a komponensekre kiilon-kiilon felirva, majd Gsszeadva
az egyenlGtlenségeket.) Tehat feltessziik, hogy G Osszefiiggs. Ezenkiviil a |V (G)| > 3 feltéte-
lezéssel is éliink. (A legfeljebb két pontu egyszerd grafokra trivialisan teljestil az allitas.)

Vegyiik G egy szép lerajzolasat. Egy T tartomény oldalszdmdn a tartomanyt hatérolo
G-beli élek szamat értjik, azzal a megallapodéassal, hogy azokat az éleket kétszer szamoljuk,
amelyek mindkét oldalan 7 fekszik. (Tehat példaul az abran lathato sziirke tartoméany oldal-
szama 10, mert az e él kétszer szamit bele.) Egy 7 tartomany oldalszaméat a tovabbiakban
o(T)-vel jeloljiik.

Minden tartoméanynak legaldbb 3 oldala van, ugyanis a legfeljebb kétoldalu tartoméanyok
a kovetkezok lehetnének: Egy hurokél altal korbekeritett 1 oldala tartomany (de G-ben nincs
hurokél), két parhuzamos él altal kozrezart 2 oldala tartomany (de G-ben nincsenek parhu-
zamos élek). Illetve van még egy patologikus eshetség: Ha a G grafnak csak 0 vagy 1 éle
van, akkor egyetlen tartomany alakul ki, amely rendre 0 vagy 2 oldala (de ez sem fordulhat
eld, mert feltettiik, hogy G legalabb 3 pontu, és igy az Osszefiiggség miatt legalabb 2 élt).

Jelolje G csticsszamét c, élszamat e, a tartomanyok szamat pedig t. Konnyt latni, hogy
a tartomanyok oldalszamainak ), o(7) Gsszege éppen az élek szamanak kétszerese, mivel
minden él pontosan két tartoményt hatarol. (Ha csak egyet, akkor pedig az oldalszam defi-
niciojaban szereplé megallapodéas miatt szamoljuk kétszer az élt.) Az el6bb meggondoltuk,
hogy o(7) > 3 minden T tartomanyra, igy

2e =Y o(T) > 3t.

-
Mivel G Gsszefiiggs, az Euler-formula alapjan

c—e+t=2,
amelybdl a fenti t < %e egyenlGtlenség behelyettesitése és rendezés utan a bizonyitandd
e < 3c— 6 < 3c adbdik. O
KOVETKEZMENY. Minden egyszerd sikgrafnak van legfeljebb 6todfoki pontja.

Bi1zoNYITAS. Ha minden pont foka legalabb 6 lenne, akkor a fokszamdsszeg legalabb 6|V
lenne, vagyis az élszam (ami a fokszamosszeg fele) legalabb 3|V lenne, és ez ellentmondana
az el6z6 allitdsnak. (]

X 3k %k

Erdemes kiemelni a fenti bizonyitasbol kiolvashato erésebb allitast (amit csak osszefiiggd
grafokra lattunk be, de konnyen meggondolhatd, hogy nem Osszefiiggs grafokra is igaz):

LEMMA. Minden legalabb 3 pontu, egyszeri G sikgrafra |[E(G)| < 3|V (G)| — 6.
KOVETKEZMENY. K5 nem sikgraf.

BI1zONYITAS. A lemma alapjan egy 5 pontiu egyszert sikgrafnak csak legfeljebb 3-5—-6=19
éle lehet, de K5-nek 10 éle van. O



