A FIBONACCI-SZAMOK ZART ALAKJA

EMLEKEZTETO. Az (F),),_, Fibonacci-sorozatot az Fy = Fy = 1; F,, = F,_1 + F,,_» (ha
n > 2) linearis rekurzioval definialtuk.

ALLITAS. A fenti linedris rekurzié megoldésa, vagyis a Fibonacci-szamok zart alakja:

F_l 1+\/5n+1 1_\/gn+1

Bi1zonYiTAS. Megoldjuk a lineéris rekurziét a tanultak szerint.

1. 1épés: Meghatarozzuk a sorozat generatorfiiggvényét.

Legyen
o0
F(z) = Zan”.
n=0
Az
F(x) = Fy +F1$+F2$2 +F3.7J3 +F4$4+F5l‘5 + ...
—.’EF(CL') = —FolU—FliL‘Z—FQ.ZUs—F3$4—F4$5—...
—2%F(z) = — Fyx? — Fy2® — Foa* — Fya® — ...

formalis hatvanysorokat Osszeadva az
(1—2—2*)F(z) = Fy+ (F) — Fo)z

Osszefliggést kapjuk, mert az Osszeadds utan a jobb oldalon a legalabb masodfoki tagok
egyiitthatoira az F,, — F,,_1 — F,_o értékek adodnak (n = 2,3,4,...), melyek a definialo
rekurzid szerint 0-val egyenlSk. Az Fy = 1 és Fy = 1 kezdGértékek behelyettesitése utan

1—z—2})F(z)=1

adodik, ami a formalis hatvanysorok hanyadosanak definicidja szerint azt jelenti, hogy

1
Fle) = 1—z—a2
2. lépés: ,Parcialis tortekre” bontjuk a kapott hianyadost.
Itt tdmaszkodhatunk az integralszdmitasnél szerzett ismereteinkre, mert bar most forma-
lis hatvanysorokkal szamolunk (nem pedig racionalis tortfiiggvényekkel), hatvanysorokra is
érvényesek a felhasznalt mtiveleti tulajdonsagok.
Elséfokt polinomok szorzatara bontjuk a nevezdt. (A komplex szamtest felett az els6foki po-
linomok az irreducibilis polinomok.) Egy szamolas szempontjabol kényelmes alakot célszert
valasztani (vo. bizonyitas utani megjegyzés), mi most a legmechanikusabb utat kovetjiik. Az

l—z—2>=0

egyenlet két gydke _15‘/5 és _1‘5‘/5, amibdl a nevez$ gyoktényezss alakja

1—x—x2:(—1)<:1:—_1;\/5> (m—_l—;\/g> = <1+2\/5+x> (_1—5\/5—:13)

Vagyis a parcialis tortek felirasahoz keressiik tehat azokat az A, B € C szamokat, amelyekre

1 1 A B

= = + .
1—z— 22 <1+2\/5+x><_1‘5\/5—x> %—FZ’ %\/g_m




Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha

A<_1;\/5—x)+3<1+2\/5+x> =1,

azaz az [x!] és [2°] egyiitthatokat Gsszehasonlitva, ha A-ra és B-re teljesiil, hogy

—A+B=0
1 1
A-";\/EJFB- +2‘/5:1.

Az egyenletrendszer megoldésa A = B = %, amibdsl

1 1 1 1

1
1—x—x2_ﬁ.#+x+\/g —14VE

3. 1épés: Leolvassuk az egytitthatokat.
Mivel az ﬁ, illetve altalaban az ﬁ alakt hatvanysorok egyiitthatoit ismerjiik (ezek az

((Z)) szamok), ezért a nevezokbdl kiemeljiik a konstans tag egytitthatojat, és utana leolvassuk
a hatvanysor egyiitthatoit. A tortekkel valo szamolas/gyoktelenités részleteit mellGzve,

F( ) 1 1 1 1 1 1 1
€T = ﬁ = — . . 2 P — . — 2
1 X X \/g 1+2\/g 1 + 1+\/gl' \/5 1‘5\/5 1 mﬂ?
) 1 1—-+5 1 +1 1++/5 1
5 2 1 1—\/5:10 5 2 1 H—\ﬁx

Tehat

. 1 1+\/5n+1 1_\/5n+1
(5 T)

MEGJIEGYZES. A 3. 1épésre vald tekintettel a 2. lépésben kényelmesebb lehet tgy szorzatta
alakitani a nevezot, hogy az elséfoku tényezSkben a konstans tagok 1-ek legyenek. (Ez meg-
tehetd, mert a nevezében a konstans tag 1.) Masodfokd polinom esetén ez elvégezhets tugy
is, hogy olyan teljes négyzetté alakitunk, amelyben a ,maradéktag” masodfoki:

o (15 () () (5 (- 1)

2 2 2 2
Ezutan ) 4 B
o2 1L, 110,
alakban keresve a felbontast, megkapjuk, hogy A = %1‘*'27\/5 és B = —%- 1_2\/5 lesznek a

szamlalok, és ezzel eljutunk a (x)-gal jelolt sorban szerepld alakhoz . ..



