KEDVENC FELADATAIM

megoldasok

1.a) Az 1, 2, 3, 4, 5 szamok a tiikorképeikkel egyiitt.

b) A ‘8 szam 2-es, 3-as, 4-es, 5-0s, 6-0s ill. T-es szamrendszerbeli alakjai.

c) A 7 szamjegyei kettesével csoportositva (tizes szamrendszerben).

A feladat Réka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika kérébdl c. kényvébdl valob.



2. Mivel nem lehet egyszerre enni és aludni, az utols6 étkezés és az utols6 alvas ota eltelt id6
sziikségképpen kiilonbozik . . .
A feladat Jurij B. Csernyak és Robert M. Rose: A minszki csirke c. konyvébdl valo.



3. Nem véletlentl maradt le a sakktabla szadmozasa, ugyanis a fehér fontrsl halad lefelé, és a
tabla sarkan allo bastya egy atvaltozott gyalog, amely {itott egy fekete babut (ez volt az utolso
lépés).

A feladat Raymond Smullyan: A hélgy vagy a tigris c. konyvébdl valé, de sok hasonléan szellemes
feladvany taldlhat6 a szerzé Sherlock Holmes sakkrejtélyei c. kényvében.



4. Nyilvan annak nagyobb a valoszintisége (2/3), hogy egy vigaszdijat rejté ajtot valasztottunk
(és a masik ajté mogott van az auto). Tehat érdemes valtoztatni.



5. A kovetkez6 stratégiat kovetjiik: Véletlenszerten (1/2-1/2 valoszintiséggel) valasztjuk ki azt a
boritékot, amelyet kinyitunk, és ha ott az x szamot talaljuk, akkor p, valészintiséggel maradunk
ennél a boritéknal, illetve 1 — p, valoszintséggel partolunk a4t a masikra. A p, valoszintiségeket
ugy valasztjuk meg, hogy az x — p, fliggvény szigortian monoton névé legyen (vagyis minél
nagyobb szamot talalunk, annal nagyobb valoszintiséggel tartjuk meg); ez nyilvian megtehetd,
csupan egy szigoriian monoton névé Rt — [0, 1] fiiggvényt kell megadni.

Ez jo stratégia lesz, ugyanis ha a boritékok az a és b szdmokat rejtik, ahol a > b, akkor a
nagyobbik szamot (az a-t) tartalmazo boritékot %pa + %(1 — pp) valosziniiséggel véalaszjuk végiil,
mely valoszintiség 1/2-nél nagyobb, hiszen p, > py.



6. 1. megoldds: Tegylik fel, hogy indulaskor nem iires a tankunk, hanem van béven benziniink,
ami egy kor megtételéhez elegendd. Induljunk el egy tetszSleges pontbdl, tegyiink meg egy
kort, kozben tankoljunk, ahol lehet. Persze amikor visszaériink a kiindulasi pontba, pontosan
annyi benzinlink van, mint amennyivel indultunk, igy korozhetiink az idsk végezetéig (feltéve,
hogy a benzinkutak tjratoltédnek). Valahol a kor mentén (egy benzinkitnal a tankolas el6tti
pillanatban) minimalis a benzinkészletiink: innen indulva tires tankkal is meg tudjuk tenni a
kort.

2. megoldds: Benzinkutak szdma (n) szerinti indukcioval:

n = 1 esetén az egyetlen benzinkit készlete elég egy kor megtételéhez, igy innen induljunk.

n + 1 db benzinkut esetén van olyan A kit, amely elegendd (a liter) benzint tarol ahhoz, hogy
a kovetkezs B kutig elérjiink (ellenkezd esetben az Gsszes benzinnel nem lehetne megtenni egy
kort). Toroljiik el a B kutat, és az itt tarolt b liter benzint csoportositsuk at A-hoz. Vilagos,
hogy a megmaradd n kit tovabbra is teljesiti a feladat feltételeit, igy az indukcios feltevés miatt
talalunk olyan pontot, ahonnan indulva meg tudunk tenni egy kort. Tegyiik meg ezt a kort!
Amikor az A kuatnal tankolunk a + b litert, tegylink félre egy kannaba b litert és ne nyuljunk
hozza, amig ex-B-hez nem ériink (odéig a kanna tartalma nélkiil is eljutunk, hiszen a liter is
elég az A-bol B-be jutashoz). Ott pedig mi 6ntsiik bele a b litert a tankunkba. Vilagos, hogy
ezzel az eredeti n + 1 kutat szimulaltuk, amivel megoldottuk a problémat.



7. Forditsuk le a programot, és meglatjuk ...



8. A neten kering a kdvetkezs C nyelvii egysoros:
char*s="char*s=Ycslc;main() {printf (s,34,s,34);}";main() {printf (s, 34,s,34);}

Megjegyzés: A printf () fiiggvény hasznalata miatt a forraskodnak tartalmaznia kellene egy
#include <stdio.h> sort is, de a legtobb C forditoval igy is szépen lefordul (és csak figyel-
meztetést kapunk). Az ismertetett megoldast nem nehéz kibGviteni ezzel a sorral, felhasznélva,
hogy az jsor karakter ASCII kddja 10:

#include <stdio.h>
char*s="#include <stdio.h>Y%cchar*s=Vc¥%slc;%cint main() {printf(s,10,34,s,34,10,10);}/%c";
int main(){printf(s,10,34,s,34,10,10);}




9. a) Indukcioval:

n = 2-re: Egyik felosztja a zsakményt (szerinte) két egyenls részre, a masik kivalasztja maganak
a (szerinte) nemkisebb értékiit.

Ha n > 2 ember el tudja osztani a kincset gy, hogy mindegyik tgy gondolja, hogy megkapta
legalabb az 1/n-ed részét, akkor tegyék azt. Ezutén osszak fel a sajat résziiket sajat megitélésiik
szerint n + 1 egyenld részre. Majd hivjak oda az (n + 1)-edik rablot, aki mind az n rablotol
valaszt egy-egy darabot tgy, hogy mindegyik vélasztéskor a szerinte legértékesebbet vélasztja
az n + 1 felkinalt rész koziil.

A megoldas elénye, hogy ha elére megéllapodnak a médszerben, akkor a rabloknak nem érdemes
csalni, amikor sajat megitélésiik szerint osztanak.

b) Legyenek a rablok A, B és C. Elészor A felosztja az aranyport 3 egyenld részre. Ezutan
megkérdezi B-t6l, hogy ha ez lenne a végleges felosztas, akkor ¢ mely darabokat fogadné el.
(Azaz azt tudakolja, hogy B szemszogébdl melyek a maximalis értéki részek. Tobb maximalis
értékd is lehet.) Ha B-nek legalabb két rész elfogadhato, akkor készen vagyunk: C kivalaszthatja
a szerinte legértékesebbet, ezutan B-nek is megmarad legalabb az egyik favoritja, A pedig elé-
gedett az utolso résszel is (6 ugy latja, hogy mindenki ugyanakkora értéket kapott). Ellenkezd
esetben B korrekcidt fog végezni: Az egyetlen legértékesebb részbdl elvesz annyit, hogy az mar
csak ,holtversenyben” legyen az els. (Az elvett mennyiséget egyeldre félretessziik.) Most mar
megismételhetjiik az el6z6 algoritmust: C, B majd A valaszt. Vizsgaljuk meg, hogy a jelenlegi
felosztéassal elégedettek-e a rablok! (Azaz ugy gondolja-e mindegyik, hogy a(z egyik) legnagyobb
rész lett az 6vé az eddig felosztott zsdkménybol.) Vigyazat! A elégedettsége nem kovetkezik
automatikusan a fenti gondolatmenetbdl (a tébbieké igen), ugyanis a csonkitott részt A érték-
telenebbnek gondolja a tébbinél. Mivel olyan felosztast szeretnénk, amelynél mindenki elégedett,
kikétjiik, hogy amennyiben C nem a csonkitott darabot valasztotta, akkor B valassza azt (neki
az megfelelg). De hogyan osszuk fel a félretett részt? Feltehetjiik, hogy B kapta a csonkitott
részt. Fontos észrevétel, hogy B akdarmennyit is kap ezek utan a félretett részbdl, A azt fogja
gondolni, hogy B nem jart jobban nala. (Ne feledjiik, hogy A szemében a csonkitott darab
a félretett résszel egyiitt ér annyit, mint a méar birtokdban 1évs érték!) Tehat A végss elége-
dettségéhez elegendd, hogy C ne kapjon tébbet nala a félretett részbdl sem. A tobbiek végsé
elégedettségéhez elegendd, hogy a félretett rész felosztasanal is a(z egyik) legnagyobb darabot
markoljak fel sajat megitélésiik szerint. Ez pedig az eddigiek alapjan egyszertien megoldhato:
Most C fog harmadolni, majd a kovetkez& sorrendben valasztanak: B, A, C.

Megjegyzés: T6bb rablo esetén is elvégezhets a b)-beli felosztés, de az altalanos modszer
komplikaltabb: http://www.eecs.harvard.edu/cs286r/courses/fallll/papers/BT95.pdf


http://www.eecs.harvard.edu/cs286r/courses/fall11/papers/BT95.pdf

10. Kénnyen meggondolhatd, hogy a gazosodasi folyamat soran a gazos teriiletek Gsszkeriilete
nem néhet. (Osszkeriilet alatt most azon kisnégyzet-oldalak szaméat értjiik, melyek egy gazos és
egy nem gazos teriiletet hatarolnak.) Mivel kezdetben ez az Gsszkeriilet legfeljebb 4(n —1), ezért
nem gazosodhat el az egész tabla, hiszen a teljesen gazos allapot 4n Gsszkeriilete nem érhetd el.
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11. Vegyiik fel a sikon O, A, B, C pontokat az abran lathaté6 moédon! Ez lehetséges, mivel a, b, ¢
nemnegativak. Az (esetleg elfajulo) ABC A-re felirt haromszog-egyenlétlenség éppen a feladat
allitasa (a haromszog oldalait cos-tétellel kapjuk).

B

Cc
0 c

|0A| = a, |OB| = b, |0C| = ¢, AOB/ = BOC/ = 60°
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12. a) Legyen az adott szakasz AB, az adott egyenes e. Vegyiink fel egy tetszéleges P pon-
tot az egyenes AB-t nem tartalmazé oldalan. Kossiik 6ssze P-t AB végpontjaival, az igy e-n
keletkezett metszéspontok legyenek D és C. Hazzuk be az ABCD trapéz két atlojat, az ezek
M metszéspontjat P-vel 6sszekots egyenes AB-t annak F' felez6pontjaban metszi. Ugyanezt
megismételjiik AFCD trapéz atloinak G metszéspontjara és F'BCD trapéz H metszéspontjara.
Az AB-n kapott két 4j pont harmadolja a szakaszt, melynek belatasat az olvasora bizzuk.

P
DmC .
A F B
b) Egyetlen korzézéssel megoldhato a feladat. Legyen az adott egyenes e, az adott pont P.
Rajzoljunk egy tetszéleges kort, amelynek kdzéppontja e-n van, és P-t nem tartalmazza. A kor
és e metszéspontjai @ és R. A PQ és PR egyenesek a korrel vett (Q-tol és R-t6] kiiliinb6z6)

metszéspontjai Tr és Ty. Thélesz tétele alapjan QT és RTr a PQRA magassagvonalai, tehat
egyeneseik M metszéspontja a haromszog magassagpontja. Igy a keresett egyenes PM.

P
Io
T
M
e
R

2. megoldds: Rajzoljunk egy P kdzépponti, e-t A-ban és B-ben metszé kort. Vilagos, hogy a
keresett egyenes AB felezGmerdlegese, tehat ha AB F' felez6pontjat meg tudjuk szerkeszteni
csak vonalz6 hasznalataval, akkor készen vagyunk. A feladat a) részének megoldasa alapjan ez
megtehetd, ha talalunk egy e-vel parhuzamos egyenest. Ehhez minddssze tiikrozni kell A-t és
B-t P-re (azaz csupan be kell hiazni AP és BP egyenesét, és tekinteni a koron keletkezett 1j
metszéspontokat), az igy kapott A’ és B’ egyenese rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.
Megjegyzés: A Poncelet-Steiner tétel szerint minden euklideszi szerkesztés elvégezhets csak vo-
nalzéval, ha adott egy kor a kdzéppontjaval egytitt.

Q
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13. Legyen A szama a, B szama b. Viladgos, hogy mindketten azon toprengenek, hogy a masik
szdma kétszerese vagy fele-e sajatjukénak. Figyeljiik meg, hogy A pontosan akkor nem tudja
elsére kitalalni b-t, ha a paros és 2 < a < 50 (ugyanis ekkor 2a-ra és a/2-re is teljesiil, hogy 1 és
100 kozotti egész; ellenkezd esetben pedig legfeljebb az egyikre). Vagyis A els6 kijelentése ekvi-
valens a ,,Szamom 50-nél nemnagyobb és paros.” kijelentéssel, hiszen az el6z6 gondolatmenetet
B is végiggondolhatja. A fentiekhez hasonloan az a tény, hogy B az ekvivalens alak hallatan
sem tudja kitalalni A szdmat, azt jelenti, hogy b 4-gyel oszthaté és 25-nél nemnagyobb. Mivel
A még ennek tudataban sem tudja kitalalni b-t, a 8-cal oszthaté és legfeljebb 12. Mivel egyetlen
ilyen szam van, B most mar tudja, hogy a = 8.

Kétféleképpen is lathatd, hogy b nem hatarozhatdé meg ennyi informéciobdl. Egyrészt lattuk,
hogy milyen és csak milyen feltételek mellett zajlik le a megadott parbeszéd, és vilagos, hogy
4 és 16 mindegyike teljesiti a b-re vonatkozo feltételt. Masrészt tegyiik fel, hogy létezik olyan
levezetés, amely eldonti a feladatboél kinyerhetd informaciok ismeretében, hogy b = 4 vagy 16.
Ekkor ez a levezetés el6adhatd tigy is, hogy nem hasznalja ,axiémaként” (kiindul6 informa-
cioként) B masodik diadalittas bejelentését, ami kovetkezik a tobbi alapinforméciobol (ezt a
kijelentést eleve mi talaltuk ki a t6bbi alapinformacio segitségével). Azonban ezt a levezetést A
is végiggondolhatja 2. kijelentése pillanataban, ami nyilvanvalé ellentmondas.
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14. a) A feladat kissé modositott valtozata megoldassal megtalalhato itt (2. feladat):
http://szjenoko.web.elte.hu/Jatek/fejtorok /fejtorok.html

b) Az el6z6 rész megoldéasa utan ez egy felesleges kérdés, de arra jo, hogy ellendrizziik, valoban
értjiik-e a bizonyitast. Az egymondatos valasz az, hogy nem kézvetlendil a vandor bejelentése ad
plusz informaciot a férfiaknak, hanem az, hogy a tobbi férfinak adott-e plusz informéciot.

Ez legmarkansabban az n = 2 esetben latszik (n a hézasparok szama), hiszen itt pont az jelenti
j informaciot, hogy a masik férjnek sem mond tjat a vandor (kozvetleniil), azaz & is 1at hiitlen
nét. Az n = 3 esetben tudjak, hogy kozvetleniil nem jelent ij informéciot senkinek a bejelentés.
De pl. az A férfinak az mar sokkold, hogy ezt pl. B is tudta, vagyis hogy B-nek az sem mondott
djat, hogy C-nek nem mondott Gjat a bejelentés . ..
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http://szjenoko.web.elte.hu/Jatek/fejtorok/fejtorok.html

15. A triikk az, hogy nem ,szabaditunk ki” egy lyukat sem. (Gondoljuk meg, ha csak egy lyuk
lenne a gumin, reménytelen lenne a feladatunk. Bar ezt nem is annyira egyszeri precizen bizo-
nyitani.) A jobb oldali abran lathato szabad lyuk a harmadik lyuk. Milyen harmadik lyuk?! Ugy
is tekinthetiink a két lyukkal rendelkezd gumilapra, mint egy harom lyukkal rendelkezs gémbfe-
lilletre: Emlékezziink vissza arra, amikor gyermekkorunkban szappanbuborékokat fajtunk, csak
most a szappanhéartyan van két lyuk is. Tehat a bal oldali allapotbdl elérhets az alsé allapot.
Ahhoz, hogy ebbdl megkapjuk a jobb oldali allapotot, az el6bbi felfajast visszafelé végezziik el,
de most egy ,foglalt” lyukba ,,gy6moszoljiik vissza” a felfajt feliiletiinket. (A jobb attekinthetSség
kedvéért az abran a feliilet hatarkoreit kiilonb6z6 szinekkel jeloltiik. )
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16. Két holgy sugdolozva megallapodik egy szigorian monoton névds (kodolo) fiiggvényben.
Majd kiilon-kiilon megsugjék a harmadik holgynek, hogy ez a fliggvény milyen értéket rendel a
sajat életkorukhoz. A harmadik holgy ezutan bejelenti, hogy melyikiik mondott nagyobb szémot,
amibd6l mar mindenki tudja, hogy kettejitk koziil 6 az id6sebb. (A harmadik holgy nem ismeri
a kodolo fliggvényt, igy a két hallott szambol més informécié nem deriil ki szamara.) Ezzel a
modszerrel tetszoleges két holgy életkor szerinti sorrendjét megallapithatjak (persze méas-més
kodolo fiiggvényeket hasznélva), igy meg tudjak oldani a feladatot.
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17. Segédfeladat:

Egy méterriudra n hangyat helyeziink, mindegyik a méterriud valamelyik vége felé néz. A start-
pisztoly eldordiilése utan egyszerre indulnak kozos allando 1 m/perc sebességgel. Ha két hangya
talalkozik, akkor mindketten abban a pillanatban megfordulnak, és valtozatlan sebességgel ha-
ladnak tovabb. A hangyak a méterrud végein leesnek. Legfeljebb mennyi ideig lesz hangya a
méterradon?

A segédfeladat megolddsa:

Tegytink faklyédkat a hangyak kezébe, és a hangyak talalkozaskor cseréljenek faklyat! (Amikor
egy hangya leesik, a faklyat is viszi magaval.) Ekkor a faklyak 1 m/perc sebességgel haladnak
irdnyvdltoztatds nélkil. Ebbdl kbvetkezik, hogy mindegyik faklya legfeljebb 1 percig tartézkodik
a radon (1 percig akkor, ha az els§ gazdaja a méterrud egyik végébdl a mésik felé indult). Tehat
legfeljebb 1 percig lesz hangya a méterridon.
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18. Lépjiink ki a térbe! Tekintsiik azt a 100 cm sugari géombot, amelynek az adott kor egy
fekore. Indirekt modon tegyiik fel, hogy 199 szalaggal lefedtiik a korlapot. Nyilvan feltehetd,
hogy a teljes 1 cm szélességet felhasznéltuk minden szalagnal, és csak ,hossziranyban” lognak le
a szalagok a korlaprol. A szalagok korlapba esd részét vetitsiik ki a gémbfeliiletre tgy, hogy a
vetités iranya merdleges a korlapra (a korlap belsS pontjainak kettd vetiilete lesz). A szalagok
képe egy-egy 1 cm ,vastag’ gémbov lesz, amelyek felszine egyenként 200w cm?, fiiggetleniil
attol, hogy hol helyezkednek el. (Ez 6nmagaban érdekes tény, hogy a gombov felszine csak az
alapgdmb sugaratol és a metszdsikok tavolsagatol fiigg.) Mivel a szalagok lefedik a korlapot, ezért
a gbmbovek lefedik a gombfeliiletet, ami lehetetlen, ugyanis a 199 gombév legfeljebb 199 - 2007
cm? felszini feliiletdarabot fedhet le, a gdmbiink felszine pedig 200-2007 cm?. Ez az ellentmondés
igazolja az allitast.
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19. Segitség:
Helyezziik ra a ,parkettazast” egy olyan sakktablara, melyben a kis négyzetek oldalai % egység
hosszaak ...

19



20. A megoldas itt: http://en.wikipedia.org/wiki/Prisoners and hats puzzle
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