RACIONALIS TORTFUGGVENYEK INTEGRALASA (11.1.B FELADAT)

Altalanos recept.

1. LEPES: Ha a szamlaloban 1év6 polinom ugyanakkora vagy magasabb foku, mint a nevezd, akkor
el6szor levalasztjuk az egész részt (polinomosztassal, lasd 2.4. feladattipus), és utdna az érdemi
rész mar csak egy olyan racionélis tortfiiggvény integralasa, ahol a szamlalé a kisebb fokii.

2. LEPES: Ha a szamlalo kisebb fokd, mint a nevezd, akkor a kévetkezs tipusok vannak (legfeljebb
méasodfoki nevezs esetén):

e Ha a nevez§ linearis (és a szamlalé konstans), akkor a linearis nevezdre 0j valtozot bevezetve
az % integralasara vezethetd vissza a feladat, In|...| lesz az eredményben.

e Ha a nevezs olyan mésodfok, aminek kiilonb6z6 gyokei vannak, akkor szorzatta alakitjuk a
nevezGt, és elemi tortek Osszegére bontjuk a tortet (l1d. 2.5. feladattipus), és az elemi tortek
mar konnyen integralhatok az el6z8 pont szerint.

e Ha a nevezd$ olyan méasodfokid, aminek két egyforma gyoke van, akkor a nevez§ egy linearis
kifejezés négyzete, és erre a linearis kifejezésre 1 valtozot bevezetve, az y% integralasara ve-
zet a feladat: [ y% dy = —%. (Ha a szamlalo elssfoku, akkor atirjuk ay + b alakba, példaul
polinomosztassal ... )

e Ha a nevezd olyan masodfoki, aminek nincs gytke, akkor a nevezd teljes négyzetté alakitasa

utan az ﬁ integralasara vezet a feladat, ezért megjelenik az arctg. (Ha a szamlalo elséfok,

akkor atirjuk ay + b alakba, példaul polinomosztéssal ... )

A 10.1.b-bdl és 11.1.b-bél kimaradt feladatok.
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Megoldas. A fenti recept szerint legyen az 4j valtozo
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Megoldas. Legyen
y=2x+5.
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Megoldas. Most eldszor levalasztjuk az egész részt (mivel a szamlaloé nem alacsonyabb fokd, mint
a nevezd), és utana az el6z6 feladatok alapjan jarunk el. Az egész rész levalasztasa polinomosztassal
torténik, de ez most ranézésre is konnyen megy:
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Az utolso lépésben az [ ﬁ dz = In |z — 1] integral y = x — 1 helyettesitéssel konnyen megkaphato
a korabbi példak mintajara (dy = dz lesz). O
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Megoldas. A nevezének mindkét gyoke 1, tehat a nevezd egy négyzet:
22 =24+ 1=(z—1)%
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ahol a masodik egyenl@ségnél y = x — 1-et helyettesitettiink a recept alapjan (és ekkor dy = dz). O
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Megoldas. Most a nevezének nincs gyoke, ezért teljes négyzetté alakitunk:
2?2 —62+10= (v —3)% + 1.

Ezt felhasznalva,

/:E2—6x+10 o /(:c—3)2+1 v /y2+1 y = arctgy = | arctg(x )

ahol y = z — 3-at helyettesitettiink (és ekkor dy = dz). O
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Megoldas. A nevezé konnyen szorzatté alakithato:

1 1 1

r—23 z(l-22) z(1-2)(1+2)

Ez a feladat azt illusztralja, hogy ha a nevezs (kiilonb6z6) elséfoku tényezsk szorzatava bomlik, és
a szamlalo alacsonyabb foki, mint a nevezd, akkor az elemi tortekre bontéas tébb tényezd esetén is
miikodik. Vagyis

1 A B C

dl-o)(i+2) = 1-z 1tz

alakban keressiik az elemi tortekre bontast (az A, B, C' szamokat kell meghatarozni). A jobb oldalt
k6z6s nevezére hozzuk, és az x-es tagok kitevGje szerint csoportositunk a szamlaléban:

A+ B n C :A(l—33)(1+x)+Ba:(1+1:)+C:1:(1—x):
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Azt akarjuk, hogy a kapott tort szamlalojaban 1 alljon. Ez akkor teljesiil, ha az z2 egyiitthatoja 0,
az x egylitthatoja szintén 0, az A konstans tag pedig 1. Vagyis a kivetkezének kell teljesiilnie:

~A+B-C=0
B+C=0
A=1.

Ez az egyenletrendszer konnyen megoldhato. A 3. egyenlet egybdl megadja A-t; ezt és B = —C-t
az els6be helyettesitve megkapjuk C-t, és ebbdl B-t: A =1, B = %, C = —%. Tehat azt kaptuk,

hogy
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Itt az [ dz = —In|l — x| é [ 3= dz = In[l + z| integralokat a korabban latottak szerint
szamoltuk ki (y = 1 — z, illetve y = 1 4+ x helyettesitésekkel). O



