RACIONALIS TORTFUGGVENYEK INTEGRALASA (11.1.B FELADAT)

Altalanos recept.

1. LEPES: Ha a szamlal6ban 1év6 polinom ugyanakkora vagy magasabb foki, mint a nevezd, akkor
elgszor levalasztjuk az egész részt (polinomosztassal, lasd 2.4. feladattipus), és utédna az érdemi
rész mar csak egy olyan racionéalis tortfiiggvény integralésa, ahol a szamlalo a kisebb foki.

Ha a szamlal6 kisebb foki, mint a nevezd, akkor a kovetkezs tipusokat vettiik:

e Ha a nevezd linearis, akkor %—re vezethet$ vissza az integral, In|...| lesz az eredményben.

e Ha a nevez§ olyan masodfokt, aminek kiilonb6z6 gyokei vannak, akkor szorzatta alakitjuk a
nevezdt, elemi tortekre bontjuk a tortet, és az elemi tortek mar konnyen integralhaték az el6zé
altipus szerint.

e Ha a nevez§ olyan masodfoki, aminek két egyforma gyoke van, a szamlalo pedig konstans,
akkor a nevezdre négyzet alakban tekinthetiink, és ;12 integralasira vezethetd vissza a feladat.

e Ha a nevezd olyan maéasodfoki, aminek nincs gyodke, akkor a nevezd teljes négyzetté alakitasa

utan az mZ—lﬂ integraldsara vezet a feladat, ezért megjelenik az arctg.
A 11.1.b-bédl kimaradt feladatok. (Az utolsé kettd nem kell, ezeket majd a kovetkezs gyakon
nézziikk meg.)
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Megoldas. Ezeket a tipusokat mar lattuk a 10.1.b feladatnél, és ezek ,linearis bels6 fiiggvénnyel”
alapintegralra vezethetsk vissza. Most a gyakorlas kedvéért helyettesitéses integralassal oldjuk meg
6ket (a ,linearis belsd fliggvény” tipusu feladatokat helyettesitéssel mindig ki tudjuk integralni: az
1j valtozo legyen a linearis bels§ fiiggvény).

Az a) feladatnal legyen az 0j valtozo
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A b) feladatnal elGszor levalasztjuk az egész részt (mivel a szamlalé nem alacsonyabb foku,
mint a nevezd), majd az elézbek szerint jarunk el:
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Az utolso lépésben az [ ﬁ dz = —In|3 — z| integral példaul y = 3 — z helyettesitéssel konnyen
megkaphato (—dy = dz lesz).
A c) feladatnal a nevezének mindkét gyoke 3, tehat a nevezd egy négyzet:
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ahol a masodik egyenl6ségnél y = = — 3-at helyettesitettiink (és ekkor dy = dz). ([l
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Megoldas. Most a nevezdének nincs gyoke, ezért teljes négyzetté alakitunk:
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Ezt felhasznalva,
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ahol ismét y = = — 3-at helyettesitettiink (és ekkor dy = dz). O
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Megoldas. A nevezd kénnyen szorzatta alakithato:
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Ez a feladat azt illusztralja, hogy ha a nevezs (kiilonb6z6) elséfoku tényezsk szorzatava bomlik, és
a szamlalo alacsonyabb fokt, mint a nevezd, akkor az elemi tortekre bontéas tébb tényezd esetén is
miikodik. Vagyis
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alakban keressiik az elemi tortekre bontast (az A, B, C' szamokat kell meghatarozni). A jobb oldalt
ko6z6s nevezére hozzuk, és az x-es tagok kitevGje szerint csoportositunk a szamlaléban:
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Azt akarjuk, hogy a kapott tort szamlalojaban 1 alljon. Ez akkor teljesiil, ha az 22 egyiitthatoja 0,
az x egyitthatoja szintén 0, az A konstans tag pedig 1. Vagyis a kovetkez6nek kell teljesiilnie:

~A+B-C=0
B+C=0
A=1.

Ez az egyenletrendszer kdnnyen megoldhat6. A 3. egyenlet egybdl megadja A-t; ezt és B = —C-t
az els6be helyettesitve megkapjuk C-t, és ebbdl B-t: A =1, B = %, C = —%. Tehat azt kaptuk,
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Itt az [-doz = —In|l —zf & [ H%d'r = In|1 + z| integralokat a korabban latottak szerint
szamoltuk ki (y = 1 — z, illetve y = 1 + = helyettesitésekkel). O




